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Abstract

General Theory of Relativity is reformulated in terms of Modern Differential
Geometry methods. This approach shows that gravitational field is only a man-
ifestation of 4-D Pseudo-Riemann Manifold Curvature. Interestingly, the Ein-
stein’s field equation appears naturally from first principle without any empirical
assumption. Axiallysymmetric vacuum field equations representing gravitation-
al field outside a rotating star is then considered by applying Ernst’s complex
potential method to simplify and Zakharov-Belinski’s inverse scattering problem
of soliton method to solve those non-linear field equations. The solution, name-
ly Lewis-Papapetrou metric, is a metric (or length element) that describes the
space-time geometric structure around the rotating star. The soliton method can

be used to generate other class of exact solutions in terms of N-soliton solutions.

Keywords: general relativity, modern differential geometry, Ernst’s equation, soli-

ton, Zakharov-Belinski’s inverse scattering method.

Abstrak

Teori Relativitas Umum diformulasikan ulang dengan menggunakan pendekatan
geometri diferensial modern. Pendekatan ini menunjukkan bahwa persamaan
medan gravitasi hanyalah merupakan manifestasi kelengkungan manifold pseudo-
Riemann 4-D belaka. Menariknya, persamaan medan Einstein dapat diturunkan
secara alami dari kaidah pertama tanpa ada asumsi empiris. Selanjutnya dit-
injau kasus persamaan medan axisimetrik vakum yang menggambarkan medan
gravitasi di sekitar sebuah bintang yang berotasi. Dengan menggunakan metode
potensial kompleks Ernst dan metode soliton hamburan balik Zakharov-Belinski,
persaman medan non-linear tersebut disederhanakan dan dipecahkan. Solusinya
(metrik Lewis-Papapetrou) merupakan metrik (elemen jarak) yang menggam-

barkan struktur geometri ruang-waktu di sekitar bintang yang berotasi. Metode
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soliton yang digunakan dapat menggeneralisir jenis-jenis solusi eksak yang lain

dalam konteks solusi N soliton.

Kata kunci: teori relativitas umum, geometri diferensial modern, persamaan

Ernst, soliton, metode hamburan balik Zakharov-Belinski.
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori Relativitas Umum pada dasarnya merupakan suatu kajian terhadap ge-
ometri pseudo-Riemann ruang-waktu empat dimensi dan konsekuensinya ter-
hadap fenomena-fenomena fisis [1]. Secara fisis teori ini menyatakan bahwa
medan gravitasi adalah suatu konsekuensi dari kelengkungan ruang-waktu, dan
sebaliknya pula bahwa bentuk geometri ruang-waktu akan menentukan distribusi
materi (gravitational field source). Artinya, secara matematis tensor metrik
ruang-waktu dan tensor penyebaran materi saling terkopel satu sama lain. Hal ini
megakibatkan persamaan medannya - yaitu yang dikenal dengan nama Persama-
an Medan FEinstein - berbentuk persamaan diferensial parsial non-linear, su-
atu bentuk persamaan diferensial yang sangat sulit dicari solusi analitiknya [2].
Agaknya, itulah sebabnya mengapa gravitasi merupakan interaksi dasar yang
paling sulit dikuantisasi dan disatukan bersama tiga interaksi dasar yang lain
(elektromagnetik, nuklir kuat, dan nuklir lemah) ke dalam satu persamaan ak-
bar terpadu, Theory of Everything, impian para fisikawan sedunia sepanjang
abad. Riset dalam bidang Teori Relativitas Umum ini (seperti Astrofisika,
Kosmologi, Kuantum Gravitasi, dll) sangat membutuhkan pemahaman akan
konsep dan teknik matematika tingkat tinggi. Di Departemen Fisika UI, penulis
mencermati belum adanya riset di bidang ini. Oleh karena itu penulis mem-
beranikan diri untuk melakukan penelitian teoretik di bidang Relativitas Umum
karena selain memang minat penulis yang besar di bidang ini, juga sebagai studi

awal dan rangsangan agar muncul riset di bidang ini.



Persamaan Medan Einstein dalam Teori Relativitas Umum dapat diperoleh
dengan beberapa cara, di antaranya dengan metode tensor klasik dimana kita
menurunkan tensor Ricci dari simbol Christoffel (affine connection) yang didapat
dari turunan parsial tensor metrik terhadap variabel-variabelnya, dan metode La-
grangian (least action principle) dimana kita mengkonstruksi Lagrangian ruang-
waktu dari tensor metrik dan menerapkan persamaan Euler-Lagrange untuk mem-
peroleh persamaan medannya [2]. Namun dalam tugas akhir ini, penulis menggu-
nakan metode yang sedikit berbeda dari metode-metode yang disebutkan di atas.
Penulis memformulasikan kembali Teori Relativitas Umum dengan konsep-konsep
geometri diferensial modern dengan memperkenalkan ruang-waktu sebagai suatu
manifold diferensiabel berdimensi empat dan menggunakan metode intrinsik Elie-
Cartan (seperti: frame, form, exterior derivative) untuk mempelajari sifat ke-
lengkungan dan simetri daripada ruang-waktu yang dianalisis [1]. Kemudian akan
diperlihatkan bahwa sebenarnya medan gravitasi hanyalah merupakan gejala ge-
ometris belaka sebagai manifestasi kelengkungan ruang-waktu pseudo Riemann

[1,3,4].

1.2 Perumusan Masalah

Problem utama dalam Teori Relativitas Umum adalah mencari solusi metrik
ruang-waktu dari Persamaan Medan Einstein yang merupakan persamaan dife-
rensial parsial non-linear (PDP non-linear). Dengan mendapatkan metrik ruang-
waktu, maka bentuk geometri ruang-waktu dan persamaan gerak partikel dalam
sistem yang kita analisis tersebut akan dapat kita ketahui.

Akibat sifat non-linearitas dari PDP Persamaan Einstein, maka umumnya solusi
eksak analitik persamaan tersebut sulit diperoleh. Namun demikian, ada bebera-
pa ruang-waktu yang memiliki simetri-simetri tertentu sehingga dapat diperoleh
solusi eksak analitis metrik ruang-waktunya, seperti: metrik Schwarzchild (yang
memiliki simetri bola dan statis, merupakan solusi paling awal dari Persamaan
Medan Einstein), metrik Reissner-Nordstrom (metrik Schwarzchild bermuatan

listrik),metrik Weyl-Levi Civita (yang memiliki simetri silinder dan statis), dan



lain-lain [2].

Salah satu problem yang menarik dalam Teori Relativitas Umum adalah mencari
solusi dari persamaan medan Einstein axisimetrik (aziallysymmetric), baik vakum
maupun bermuatan. Secara fisis, model metrik axisimetrik ini adalah materi
masif (bintang) yang berotasi terhadap sumbu rotasinya sehingga menimbulkan
medan gravitasi di sekitarnya. Masalah axisimetrik ini menjadi penting karena:
pertama, persamaan medan yang dihasilkan oleh kasus ini merupakan persamaan
diferensial parsial yang sangat non-linear (highly non-linear partial differential
equation) yang sangat membutuhkan teknik-teknik khusus dalam menanganinya.
Teknik-teknik yang telah dikembangkan (metode inverse scattering-transformasi
Backlund-Darboux, transformasi Neugebauer, soliton Zakharov-Belinskii, grup
Kinnersley-Chitre, struktur prolongasi, metode Cosgrove) merupakan metode-
metode yang secara luas dapat pula diterapkan pada persamaan-persamaan non-
linear yang lain (persamaan Yang-Mills, non-linear o model, dll) [6,7,8]. Kedua,
problem axisimetrik ini memiliki aplikasi yang cukup luas dalam fisika, mulai
dari lubang hitam (black hole), pulsar, galaksi berputar, sampai bintang neutron.

Kasus axisimetrik inilah yang akan penulis bahas dalam tugas akhir ini [7].

1.3 Tujuan

Penelitian ini bertujuan untuk memperkenalkan aplikasi-aplikasi geometri dife-
rensial modern ke dalam konsep fisika, salah satunya dengan menurunkan Per-
samaan Medan Einstein dalam Teori Relativitas Umum. Selain itu, penelitian ini
juga bertujuan untuk menentukan metrik ruang-waktu untuk kasus axisimetrik
dengan cara menyederhanakan persamaan medannya dengan metode Ernst dan
memecahkannya dengan metode inverse scattering (hamburan balik) Zakharov-

Belinskii.



Bab 2
Manifold Diferensiabel

Geometri diferensial merupakan studi terhadap persoalan-persoalan geometri yang
dibahas dengan menggunakan konsep analisis [1]. Secara lebih mendalam, Klein
[9] mendefinisikannya sebagai studi sifat-sifat invarian dari manifold diferensiabel
terhadap transformasi difeomorfisme. Obyek utama dalam riset geometri diferen-
sial adalah manifold diferensiabel dan berbagai medan tensor di dalamnya. Maka
untuk memahami geometri diferensial dan aplikasinya dalam fisika, kita mutlak

harus memahami dahulu apa itu manifold diferensiabel.

2.1 Manifold

Secara awam, manifold dapat dibayangkan sebagai generalisasi dari titik, garis,
permukaan, dan ruang kontinu berdimensi lebih tinggi lainnya.

Secara formal, himpunan (titik-titik) M didefinisikan sebagai suatu manifold jika
setiap titik pada M memiliki lingkungan terbuka (open neighborhood) yang da-
pat dipetakan secara kontinu 1-1 kepada suatu himpunan buka (open set) dari

bilangan riil R" [3,9].

2.2 Manifold Diferensiabel

Dapat dikatakan, manifold M berdimensi-n secara lokal ’serupa’ dengan R". Un-
tuk setiap titik pada M terdapat himpunan buka U yang homeomorfis terhadap
himpunan buka V' pada R". Pemetaan homeomorfis ini diparameterisasikan oleh

himpunan fungsi-fungsi yang kontinu. Jika himpunan fungsi-fungsi tersebut dife-



rensiabel (turunan parsial orde ke-oco eksis, biasa ditulis C*°), maka manifold
tersebut dinamakan manifold diferensiabel.

Dengan demikian, manifold M diferensiabel memiliki sifat-sifat:

(i) {U,} suatu cover-terbuka (open covering) pada M.

ii) ¢, suatu homeomorfisme dari U, pada suatu open neighborhood dalam R".

(
(ili) Peta ¢pi, " ¢a(Us NUs) — ¢5(U. N Ug) diferensiabel dengan domain R™.
(iv) {U,, ¢} adalah maksimal [1,3,9,10].

(2.1)

2.3 Medan Vektor Tangensial dan Medan Form
(Cotangensial)

Tinjau sebuah ruang F' yang merupakan ruang dari semua fungsi real yang dife-
rensiabel pada M. Jika p € M, maka vektor tangensial pada p merupakan
pemetaan riil v pada F' dengan sifat-sifat:
(i) v(f+g) = v(f) + v(g) f,geF
(ii) v(af) = av(f) ac F
(iif) v(fg) = v(f)g + fv(g)[1]

(2.2)

Semua vektor tangensial pada p membentuk ruang vektor T, (M). Vektor ta-
ngensial pada p secara eksplisit diberikan oleh:

_9f

T A
axp

ei(f)

Dengan demikian, maka kumpulan vektor-vektor tangensial e; = 8%1,...,6” = 5om
membentuk basis bagi T{,(M).

Bila v merupakan suatu vektor pada p, maka v dapat dinyatakan terhadap basis
e; sebagai:

v=1'e (2.4)

dimana v* merupakan suatu koefisien riil, dan disini serta untuk selanjutnya
berlaku konvensi sumasi Einstein. Pemetaan v yang didefinisikan pada setiap

p € M dinamakan medan vektor (vector field).
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Sebuah 1-form w pada p didefinisikan sebagai suatu vektor yang memetakan se-
cara linear ruang vektor tangensial T, (M) ke bilangan riil R". w’ merupakan
basis bagi sebuah ruang vektor 77, (M). Jelaslah bahwa T, (M) merupakan dual
bagi ruang vektor T(,) (M) dan w’ merupakan dual bagi basis e;. Medan 1-form

didefinisikan sebagai:

n=nw' (2.5)
Karena 1-form dan vektor tangensial dual satu sama lain, maka bekerjanya w?
terhadap e; memberikan < w’,e; > = 8% (delta kronecker). Vektor tangensial dan

1-form (vektor cotangensial) masing-masing tidak lain dari vektor kontravarian

dan vektor kovarian dalam analisis tensor klasik [1,10].

2.4 Perkalian Tensor

Dari ruang vektor tangensial dan vektor cotangensial, dapat dibentuk suatu

perkalian Kartesius (Cartesian Product):

1= Tip (M) x .. X Ty (M) x T (M) % .. x T, (M) (2.6)

J

~
r— faktor s— faktor

Tinjau suatu pemetaan multilinear T yang memetakan manifold [ ke ruang

bilangan riil R'. Kondisi multilinear mensyaratkan:

T, ...,n% ve,..ou+ Bw,....v.) = aT(n', .., 0% vy, ... u, ..., vy)
+ﬁT(7]17 _..7775’V1, ., W, ...,Vl.) (27)

Pemetaan multilinear T tersebut dinamakan tensor tipe (r,s). Kumpulan tensor-
tensor pada titik p dalam manifold M membentuk Ruang tensor dan dinamakan

Perkalian Tensor (Tensor Product):

S

T{(M) =Ty (M) @ ... @ Tiyy (M) @ Ty (M) @ ... @ T(;,) (M) (2.8)

\ J/ v

TV Vv
r— faktor s— faktor

Unsur-unsur dari perkalian tensor, yaitu: 7§ (M) disebut tensor kontravarian,
dan T? disebut tensor kovarian. Jelas bahwa 75 (M) = T(,) (M) dan TP (M) =

T, (M) [1,3,10].



2.5 Kalkulus Forms

Kalkulus forms pertama kali dikembangkan oleh E. Cartan di awal abad 20, dan
menjadi salah satu metode analitik paling ampuh dalam geometri diferensial.
Metode ini mampu memadukan dan menyatukan berbagai macam konsep dalam
fisika matematika, sebut saja: teori integrasi manifold, cross-product, divergen-
si dan curl pada geometri Euclid 3-dimensi, orientasi arah manifold, Teorema
Stokes dan Gauss, dan syarat integrabilitas dari sistem persaman diferensial par-
sial [3,11]. Dalam tugas akhir ini hanya akan dibahas sebagian kecil saja dari

konsep form ini dan peranannya dalam relativitas umum.

2.5.1 Perkalian Luar (Exterior Product)

Dari analisis tensor di atas, salah satu kelas tensor yang ada adalah tensor tipe
(0,s) antisimetrik total (tensor kovarian antisimetrik total). Sifat antisimetrisitas
mensyaratkan T(nt, .., 0L, ..., n%) = - T(nt, ..., 5,0}, ..., n%).

Tensor-tensor antisimetrik ini membentuk suatu ruang tensor antisimetrik dengan

basis-basisnya merupakan perkalian tensor antisimetrik yang didefinisikan:
WA LA =8 R @ W (2.9)

dimana 5;% merupakan simbol delta kronecker diperumum.

Produk tensor antisimetris dalam persamaan (2.9) di atas dinamakan perkalian
luar (ezterior product) atau wedge product. Wedge product merupakan perkalian
antisimetris dari kovarian tensor. Sebagai contoh, untuk 1-form (tensor kovarian
orde 1) n dan w, maka n A 7w = -1 A n.

Dengan demikian, maka suatu p-form (tensor kovarian antisimetris orde-p) dapat

dinyatakan dalam basisnya sebagai:
1 i i
M= i@ A AWT (2.10)
p!

Untuk setiap p-form 7, m, v, dan g-form [ operasi wedge product memenuhi
sifat-sifat:

(i) Asosiatif (n A7) Ay =nA (T A7)

(i) Distributif (n +m) Ay =nAy + 7T Ay



(iii) Skew-komutatif n A § = (=1)*5 A7 [3,9,11]
(2.11)

2.5.2 Diferensial Luar (Exterior Derivative)

Pada manifold M, didefinisikan suatu operator d yang memetakan secara linear p-
forms ke (p+1)-forms. Operator ini dinamakan operator diferensial luar (exterior
derivative):

1 , )
dn = _,d<77i1...z‘p) AW AL AW™ (2.12)
p!

dengan d(7;,..;,) merupakan suatu differensial-forms.
Operator diferensial luar memenuhi sifat-sifat:

(i) Jika f fungsi skalar (0-form), maka operator d mengubah f menjadi 1-form

df = 2Lda

(ii) Jika n dan 8 merupakan p-forms, maka d(n + 3)=dn + d
(iii) Jika 7 p-forms dan 3 g-forms, maka d(n A B)=dn A G+ (=1)Pn A df
(iv) Lemma Poincare, d(dn)=0.
(2.13)

Suatu p-forms 7 yang memenuhi kondisi dn = 0 disebut tertutup (closed), sedan-
gkan bila n = dr (dengan 7™ merupakan (p — 1)-forms) dikatakan eksak (ezact).
Dengan demikian Lemma Poincare pada sifat (iv) menyatakan bahwa suatu p-
forms yang eksak selalu closed, tetapi inverse dari lemma ini (suatu p-forms yang
closed dapat dinyatakan sebagai bentuk eksak dari (p — 1)-forms) belum tentu
berlaku secara global. Studi topologi yang mengkaji hubungan closed-exact ini

dinamakan DeRham Cohomology [3].



Bab 3
Ruang Affin

Tinjau ruang-ruang vektor tangensial pada manifold diferensiabel M. Vektor-
vektor tangensial pada titik-titik yang berbeda dalam manifold tidak dapat di-
operasikan dan diperbandingkan satu sama lain karena mereka berada dalam
ruang vektor yang berbeda. Maka agar pengoperasian dan perbandingan dap-
at dilakukan, diperlukan suatu struktur koneksi antara vektor-vektor tersebut.
Koneksi inilah yang dinamakan Koneksi Affin. Semua koneksi-koneksi affin pa-
da manifold M membentuk Ruang Affin, dan manifold M tersebut dinamakan
Manifold Koneksi Affin (Affine Connection Manifold) [1,9].

3.1 Vektor Pergeseran (Displacement Vector)

Andaikan v adalah suatu vektor tangensial yang dinyatakan terhadap basis-
basisnya:

v=1'e (3.1)

atau dalam koordinat lokal dapat ditulis:

0 0 0
+vya—y +v,— (3.2)

v UI% 0z

maka bekerjanya operator exterior deriwative d pada v merupakan perubahan

infinitesimal dari v, dan dituliskan:

0 0 0
dv = dvy,— + dvy,— + dv,— 3.3
v v@x+ Uy8y+U8z (3:3)
atau secara global:
dv = w'e; + w?ey + wies (3.4)
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dv = wle, (3.5)

dimana w' merupakan dual dari e;. Walaupun diturunkan dari salah satu ko-
ordinat lokal, secara umum persamaan (3.5) ini bersifat intrinsik (independen
terhadap pemilihan koordinat lokal).

Jika pers.(3.5) ini didiferensialkan luar sekali lagi:
d*v = dw'e, — wde, (3.6)

Timbul pertanyaan apa arti geometris dan fisis dari de,? Karena e, merupakan
basis bagi vektor tangensial, maka analog dengan persamaan (3.5) dapat diben-
tuk:

de, = W’ ,ep (3.7)

b

dimana w” , merupakan 1-form yang dinamakan koneksi 1-form. Lebih lanjut,

w® , dapat dinyatakan dalam basis-basis form nya:

Wy = Wb e (3.8)

Dalam koordinat lokal, w® dapat dinyatakan sebagai dz¢ dan w® ,. sebagai I'’,
sehingga
Wb o =T0 da* (3.9)

I'® inilah yang dinamakan koefisien koneksi affin yang merupakan generalisasi

dari simbol Christoffel dalam analisis tensor klasik.

3.2 Persamaan Struktur Cartan

Tinjau kembali persamaan (3.6). Dengan memasukkan hasil persamaan (3.7) ke

(3.6) akan diperoleh:
v = dwle, — W AW e
= dwey — W’ Aw® peq

= (dw® — W’ Aw® })e,

Toe, (3.10)

dimana

T* = dw® — W’ Aw® (3.11)
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Persamaan (3.11) ini dinamakan Persamaan Struktur Cartan I, dan

1
T* = ngCwb A w® (3.12)

dinamakan Torsi 2-form (2-form Torsion).
Dalam koordinat lokal, Torsi 2-form dapat ditulis:
T* = d(dx®) + da® AT dx"
= Tgdab Adat
1

= (- I'%)dz® A da° (3.13)

Bila persamaan (3.12) dan (3.13) dibandingkan, maka didapat
T?)c = FZC - ng (314)

Bila T*=0, maka koefisien koneksi affin akan simetris

. =Ty (3.15)

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa simbol Christoffel tidak lain dari
koefisien koneksi affin yang simetris.

Jika persamaan (3.7) didiferensialkan luar sekali lagi, diperoleh

2 b b
de, = dw’.q.e, —w’ 4 Ndey
= dw’ ey — W, AW e,
= dw® sep — w° o AW e

R’ qep (3.16)

dengan
RV, =dw® , —wf AW, (3.17)
Persamaan (3.17) dinamakan Persamaan Struktur Cartan II, dan

1
R, = 5Rb adew® A w© (3.18)

dinamakan Kelengkungan Riemann 2-form (2-form Riemann Curvature). R° 4.

dinamakan Tensor Riemann.
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Dalam koordinat lokal, 2-form Kelengkungan Riemann dapat dituliskan:

C

R) = d(I.da®) + T.da® ATL da’
= dI A da® + T5 I pda® A da’

81—‘20 f b
= —Xdr ANdxt +TY T°%.da® A dx®
dze ae™ cf
ore ore
= (- I/ I =TI )dx® A dat (3.19)

Dengan demikian, maka Tensor Riemann dapat dituliskan:

or® or®
b _ Z-ac  Zrae  pfpb S (3.20)

Radc_ dre dxe ae™ cf ac™ ef

Persamaan (3.20) ini persis sama dengan hasil penurunan Tensor Riemann dengan

metode analisis tensor klasik [2].

3.3 Turunan Kovarian (Covariant Derivative)

Tinjau persamaan (3.13). Jika manifold M memiliki kneksi affin yang simetris
(T*=0), maka
dw® = W’ Aw", (3.21)

Dengan demikian, bila n merupakan 1-form pada manifold M, n=nw’, maka

diferensial luarnya diberikan oleh persamaan:
dn = Dn; A w' (3.22)

dimana

Dy = dn; — (3.23)

disebut Turunan Kovarian (Covariant Derivative) untuk 1-form [1].
Dengan cara yang sama dapat pula dibentuk Turunan Kontravarian dari vektor

tangensial v = v'e; pada manifold M, yaitu:
dv = Dv' A e (3.24)

dengan

Dv' = dv' +v'w' (3.25)
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Dalam analisis tensor klasik dan pemilihan koordinat lokal, turunan kovarian
dituliskan
VoV = ——= —ThVs (3.26)

Sekarang tinjau persamaan (3.18) dan (3.20). Jelas bahwa R’ , merupakan se-
buah tensor 2-form. Tetapi muncul pertanyaan: apa arti geometris dari R’., ?
Untuk menjawabnya, ada baiknya jika kita mengkaji dahulu konsep kelengku-
ngan.

Secara intuitif, kita biasa mendefinisikan kelengkungan (curvature) sebagai per-
mukaan 2 — D yang tertekuk (embedded) dalam ruang 3 — D. Sayangnya, penger-
tian ini tidak mencukupi ketika berhadapan dengan konsep manifold yang meru-
pakan bentuk umum dan abstrak dari permukaan. Oleh karena itu, dibutuhkan
definisi kelengkungan yang lebih luas dan independen terhadap dimensi dan ko-
ordinat.

Tinjau dua buah titik A dan B yang berbeda (tidak berimpit) pada manifold M.
Lintasan terpendek yang dapat ditempuh dari A ke B dinamakan geodesik. Bila
manifold yang ditinjau berupa ruang datar, maka geodesiknya berupa garis lu-
rus. Pada ruang datar ini, dua buah garis lurus yang sejajar (paralel) tidak akan
pernah berpotongan satu sama lain. Hal ini tidak berlaku pada ruang lengkung.
Dua buah garis yang sejajar dapat berpotongan, atau bahkan tidak ada sama
sekali dua garis yang dapat sejajar. Ini adalah inti dari konsep Geometri Ruang
Lengkung (Geometri non-Euclid) yang dikembangkan oleh Gauss, Lobachevsky,
Boylai, dan Riemann [12].

Dengan demikan, maka kita dapat mendefinisikan kelengkungan sebagai 'kega-
galan’ geodesik yang paralel untuk tetap paralel [13]. Disini kelengkungan didefi-
nisikan dalam konteks transpor paralel sepanjang kurva tertutup (closed path)
dalam manifold. Operator turunan kovarian yang dikerjakan pada suatu 1-form
dari suatu titik p pada kurva tertutup ¢ pada manifold mendefinisikan vektor
transpor paralel pada kurva tersebut. Maka, dapatlah didefinisikan suatu ten-
sor yang mengukur kelengkungan kurva pada manifold sebagai suatu ’kegagalan’
dari operator turunan kovarian untuk bersifat komutatif ketika dikerjakan pada
1-form [13].

Jika operator turunan kovarian dikerjakan dua kali dan dikomutatifkan kepada
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suatu 1-form dan dituliskan dalam koordinat lokal, maka berdasarkan persamaan
(3.26) kita akan dapatkan [2]

oy, Tt

(V2o = VoVo)Va = < i~ dar

+ 10,05 — rgﬁrgé) v, (3.27)

Bagian dalam kurung pada ruas kanan tidak lain adalah Tensor Kelengkungan
Riemann. Dengan demikian, kita memiliki justifikasi mengapa persamaan (3.20)
dinamakan Tensor Kelengkungan Riemann, yaitu karena ia mengukur seberapa

besar ruang manifoldnya melengkung.

3.4 Identitas Bianchi

Tinjau kembali Persamaan Struktur Cartan II (3.17). Jika dikerjakan operator

diferensial luar pada persamaan tersebut, maka akan diperoleh suatu identitas:
dRij:wik/\Rkj—Rim/\wmj (328)

yang dinamakan Identitas Bianchi (Bianchi Identity).
Agar dapat melihat lebih jelas mengapa persamaan di atas dinamakan seba-
gai suatu identitas, maka ruas kiri persamaan tersebut dapat dituliskan dengan

menggunakan definisi turunan kovarian yang diperumum untuk tensor sebagai:

1

d}%Z j = EDRZ jkl AN wk VAN wl
1 , 4
= E(dR’ i — R 0™k — R jpaw™ ) AP AW (3.29)

Substitusikan hasil yang didapat ke persamaan (3.28) dan dengan sedikit manip-

ulasi index akan kita peroleh:

%(dRi i+ R™ jw’ o — R ™ j— R ™ k= R 0™ ) AW AWl =0
(3.30)

Disini dapat terlihat mengapa persamaan (3.28) merupakan suatu identitas.

Dengan memanipulasi index dan memilih koordinat lokal, maka persamaan di

atas dapat dituliskan sebagai:

1 . ) )

14



atau
;’kl;m + R;‘mk;l + Rj'lm;k =0 (332)

dimana titik koma di depan index menyatakan turunan kovarian terhadap index
tersebut.
Persamaan terakhir ini tiada lain pernyataan dari Identitas Bianchi secara analisis

tensor klasik.
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Bab 4

Manifold Riemann

Sampai saat ini kita belum mendefinisikan ”jarak” (distance) pada manifold.
Pada dasarnya, manifold memang merupakan konsep geometri diferensial yang
" primitif” sehingga tidak memperhitungkan jarak. Pemetaan kontinu yang disya-
ratkan oleh definisi manifold tidak memperhitungkan kekekalan jarak, sudut,
ataupun besaran geometri Euclid lainnya. Ia hanya mensyaratkan adanya pemeta-
an 1-1 yang kontinu, tidak lebih. Pada bab ini kita akan mendefinisikan konsep
metrik sebagai generalisasi dari konsep jarak pada manifold.

Ruang affin yang memiliki koefisien-koefisien affin yang simetris sehingga memu-
ngkinkan diperkenalkannya suatu produk skalar antara dua vektor yang darinya
dapat didefinisikan tensor metrik g,, sebagai besaran untuk mengukur ”jarak”
sebagai nilai skalar tersebut dinamakan Ruang Riemann atau Manifold Riemann
(Riemannian Manifold) [1,9].

4.1 Metrik Riemann

Himpunan G dikatakan suatu ruang metrik jika untuk setiap pasangan a,b €
G, terdapat pemetaan yang memetakan produk (a,b) ke suatu fungsi riil p(a,b)
dengan sifat-sifat:

(i) p(a,b)>0 Va,b € R

(ii) p(a,b)=0 < a=b

(iii) p(a,b)=p(b,a) Va,b € R

(iv) p(a,c)< p(a,b)+p(b,c) Vabec e R
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Salah satu fungsi yang memenubhi sifat-sifat di atas ialah p(a,b)= | a — b | yang
merupakan definisi jarak. Jadi, metrik merupakan konsep jarak yang diperumum.
Dengan sifat simetrisitas kefisien koneksi affin, maka pada ruang vektor tangen-
sial T1o(M) dapat didefinisikan suatu produk skalar <, >yang simetris dan meru-
pakan suatu pemetaan diferensiabel ke bilangan riil. Maka, jika v dan w adalah
dua buah vektor pada T'y(M), maka < v, w > mendefinisikan suatu fungsi dife-
rensiabel yang memenuhi sifat-sifat:

(i) <v+u,w>=<v,w>+< u,w > Yu,v,weTle(M)

(ii) < fu, gw >=fg< v,w > Vi,ge F(M)

(iii) d< v,w >=< dv,w >+< v,dw >

(4.2)

Dengan demikian, didefinisikan panjang dari suatu vektor sebagai |v| sebagai
lv|=(< v, w >)"2. Maka dari suatu kurva s pada M, dapat didefinisikan panjang

berdasarkan vektor tangensialnya. Jika s(¢) merupakan sebuah kurva dengan

parameter ¢t dan vektor tangensial vzﬁzfl—f dimana dp merupakan vektor perge-

serannya, maka:

ds\ > _/dp dp
dt o\dt’dt
wh w”
= < €u, Cv > aa (43)
maka:
ds* = guw"w” (4.4)

dimana g,, =< e,, e, > disebut sebagai tensor metrik dan ds* dinamakan jarak
infinitesimal antara dua buah titik pada kurva s. Suatu manifold diferensia-
bel M yang memiliki tensor metrik dinamakan Manifold Riemann sedangkan ds
dikatakan metrik dari M. Dengan suatu proses orthogonalisasi, dapat dipilih
suatu frame (kerangka) e, sehingga < e,, e, >=6%. Frame seperti ini dinamakan
frame orthonormal.

Dari tensor metrik kovarian g,,, dapat dibentuk tensor metrik kontravariannya
9" melalui hubungan

gquMV = 55 (45)
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Kedua tensor metrik tersebut dapat digunakan untuk menaikan dan menurunkan
index suatu tensor

e (4.6)
Tp6 = gquTZ (47)

Manifold Riemann merupakan generalisasi dari manifold Euclid (ruang datar)
dan manifold Minkowski (ruang-waktu datar). Artinya, pada manifold Rie-
mann, mungkin saja ruang (atau ruang-waktu) melengkung. Pada manifold datar
(Euclid dan Minkowski), tensor metriknya memiliki bentuk khusus 7, dimana

eigenvalue nya konstan [1,2,9].

4.2 Persamaan Geodesik

Pada subbab III.3 kita telah mendefinisikan secara intuitif konsep geodesik. Pa-
da subbab ini akan coba diberikan definisi yang lebih kuantitatif tentang geode-
sik. Secara intuitif, geodesik didefinisikan sebagai lintasan terpendek antara dua
titik yang dapat ditempuh dari suatu kurva pada manifold. Artinya, kita sama
saja mensyaratkan bahwa geodesik haruslah merupakan suatu kurva dengan ke-
lengkungan seminimal mungkin. Secara kalkulus, ini berarti bahwa kurva terse-
but memiliki gradien yang sejajar terhadap kurva itu sendiri. Dengan demikian,
secara geometri diferensial geodesik didefinisikan sebagai suatu kurva pada ma-
nifold yang vektor tangensialnya paralel.
Jika o(t) suatu kurva pada manifold M, maka o(t) dikatakan suatu geodesik jika
vektor tangensialnya o' (t)=4¢ paralel, atau

do’

I 0 (4.8)

dax®

Bila o' () ditulis sebagai v=v'e; dengan v'=%-

maka dengan menggunakan kon-
sep turunan kovarian, persamaan di atas dapat dituliskan sebagai:
dv v’ L da®
a— at T at

da?
dt

—0 (4.9)

atau jika disubstitusi v'= maka persamaan di atas menjadi

d?xt ., da? dat

g gy g =0 (4.10)
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Persamaan inilah yang dinamakan Persamaan Geodesik. Secara geometris, per-
samaan ini menggambarkan persamaan garis terpendek yang menghubungkan

dua buah titik yang berbeda dalam Manifold Riemann.

4.3 Manifold Pseudo-Riemann

Bila etgenvalue dari tensor metrik g, tidak semuanya positif, maka manifold
Riemann tersebut dinamakan Manifold Pseudo-Riemann. Bila manifold pseudo-
Riemann tersebut berdimensi-n dan memiliki m eigenvalue yang negatif, maka
manifold tersebut dilambangkan dengan simbol M.
Dalam manifold pseudo-Riemann, jika s merupakan geodesiknya, maka ia berupa:
(I) timelike jika ds* < 0
(i) spacelike jika ds* > 0
(iii) null jika ds* = 0

(4.11)

4.4 Hodge Duality

Pada manifold Riemann berdimensi-n, dapat didefinisikan suatu operator dual
p-forms yang memetakan secara linear p-forms ke (n — p)-forms. Operator inilah
yang dinamakan Operator Hodge dan diberi notasi(*). Jika 7 adalah sebuah
p-forms Wz%ﬂalm%wal A ... ANw® maka dual (Hodge) nya adalah:

1

= m\@ 7ra1"'“”eal.,,apbl,,,bmfp)wbl A o A WPe=» (4.12)

dimana % =g4. g%, . dan €ar.apbi.bn_p) adalah tensor Levi-Civita.
Operator Hodge (dual p-forms) ini memenuhi sifat-sifat:

() **w=(- 1)y

(i) w A* r=m A" w

dengan s adalah eigenvalue negatif dari tensor metriknya.

4.5 Turunan Hodge (Operator Co-Diferensial)

Dengan mengkombinasikan operator Hodge dan operator diferensial luar, maka

pada manifold Riemann dapat didefinisikan suatu operator ¢ yang memetakan
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p-forms ke (p — 1)-forms sebagai berikut:
§ = (—1)"PTHs s dx (4.13)

sehingga jika 7 adalah sebuah p-forms, maka:
(_1)”P+n+s+1
W??Zf...ap,l;% WA L A W (4.14)

Dapat dibuktikan bahwa operator Hodge diferensial ini merupakan bentuk umum

om =

dari operator divergensi dalam analisis vektor 3 — D.
Turunan Hodge memenuhi sifat-sifat:

(i) 62=0

(ii) *6d=d*d

(iil) *dd=dd*
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Bab 5

Teori Relativitas Umum
(Geometrodinamika)

Setelah selesai membahas geometri diferensial sebagai metode matematika dalam
membangun Teori Relativitas Umum, kini saatnya kita membahas teori gravitasi
Einstein tersebut. Pada bab ini akan dipaparkan prinsip-prinsip yang melatar
belakangi lahirnya Teori Relativitas Umum dan akan disimpulkan bahwa teori
tersebut sebenarnya merupakan studi geometri manifold ruang-waktu pseudo-
Riemann berdimensi empat dan pengaruhnya terhadap fenomena-fenomena fisis.
Teori Relativitas Umum juga sering disebut sebagai Geometrodinamika karena
teori tersebut memformulasikan keterkaitan (kopling) antara bentuk kurva ruang-

waktu (geometri) dengan gravitasi dan distribusi materi (dinamika).

5.1 Prinsip Equivalensi

Ketika Newton merumuskan Hukum Gerak dan Hukum Gravitasi nya, ia mendefi-
nisikan dua jenis massa, massa inersial dan massa gravitasi. Massa inersial diukur
berdasarkan ukuran kelembaman suatu benda terhadap gaya dorong atau tarik
yang bekerja, sedangkan massa gravitasi diukur berdasarkan pengaruh gaya gra-
vitasi pada benda tersebut. Para eksperimentalis semenjak zaman Newton hingga
pertengahan abad ke-20 telah berusaha membuktikan kesetaraan antara kedua
jenis massa tersebut. Salah satu percobaan yang terkenal ialah percobaan Eotvos

yang membuktikan bahwa kedua massa tersebut setara dengan tingkat akurasi
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hingga orde 107°.

Berdasarkan bukti-bukti eksperimen tersebut, akhirnya Eisntein menyimpulkan
dalam postulatnya yang terkenal dengan nama Prinsip Equivalensi Massa bahwa
”Gaya gravitasi dan gaya inersial yang bekerja pada suatu benda adalah sama
(equivalen) dan tak terbedakan (indistinguishable) satu sama lain”. Konsekuensi
dari prinsip ini ialah bahwa tidak ada lagi kerangka acuan inersial. Dengan
demikian, maka konsep percepatan yang diperkenalkan pada fisika Newtonian

tidak lagi absolut [2].

5.2 Prinsip Kovarian Umum

Akibat prinsip equivalensi massa yang menyebabkan tidak adanya kerangka acuan
inersial, maka prinsip Relativitas Khusus yang menyatakan bahwa hukum-hukum
fisika berlaku sama pada kerangka acuan inersial tidaklah berlaku umum. Oleh
karena itu, Einstein merumuskan postulat keduanya yang terkenal dengan nama
Prinsip Kovarian Umum (General Covariance Principle) yang menyatakan bah-
wa ”Semua hukum-hukum fisika berlaku sama pada semua kerangka acuan tanpa
kecuali”.

Konsekuensi dari prinsip ini ialah bahwa setiap besaran fisika haruslah dinyatakan
dalam bentuk yang umum dan tidak tergantung koordinat dimana ia didefi-
nisikan. Artinya, semua besaran fisika haruslah ternyatakan dalam bentuk ten-
SOT.

Dalam Teori Relativitas Khusus, hukum-hukum gerak dinyatakan dalam ben-
tuk yang invarian terhadap transformasi Lorentz dengan konsekuensi diperke-
nalkannya konsep ruang-waktu dimensi 4 dengan metrik Minkowski . Sebagai
generalisasi dari teori tersebut, maka Teori Relativitas Umum menyatakan bahwa
hukum-hukum fisika haruslah invarian terhadap transformasi umum dengan kon-
sep ruang-waktu 4-dimensi yang diperumum. Maka, dapatlah disimpulkan bahwa
pada Teori Relativitas Umum, ruang-waktu membentuk suatu manifold diferen-
siabel, yaitu manifold pseudo-Riemann 4-dimensi M} dengan metrik yang dipe-
rumum (metrik Riemann) [1,2,6]. Berdasarkan Prinsip Equivalensi, dapat pula

disimpulkan bahwa medan gravitasi equivalen dengan manifold pseudo-Riemann
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M. Dari dua pernyataan terakhir dapat dilihat bahwa sebenarnya ruang-waktu
dan medan gravitasi (dan juga distribusi materi sebagai sumbernya) adalah setara

atau saling terkopel satu sama lain.

5.3 Persamaan Medan Einstein

Tinjau kembali Identitas Bianchi pada persamaan (3.32). Dengan menggunakan

bentuk eksplisit operator turunan kovarian, persaman tersebut dapat ditulis

=0 (5.1)
Dengan mengkontraksi indeks ¢ dan k, persamaan di atas dapat dituliskan
ViR + ViR, + ViRélm =0 (5.2)

dimana R, dinamakan Tensor Ricci kovarian. Jika dikontraksikan lagi indeks j

dengan [ akan didapatkan
~VnR+V,R +V,R =0 (5.3)

dimana R suatu besaran skalar kelengkungan yang dinamakan Ricci Skalar atau

Kelengkungan Gauss. Persamaan terakhir ini dapat ditulis sebagai

1
v, <Rfj - 5553) =0 (5.4)

Dari postulat kedua Einstein, semua hukum fisika haruslah sama dalam semua
kerangka acuan. Artinya, semua hukum fisika haruslah invarian terhadap trans-
formasi koordinat, atau dalam bahasa geometri diferensial: invarian terhadap
transpor paralel. Akibatnya, energi dan momentum sistem haruslah kekal, se-
hingga dapat dituliskan:

Vv, T =0 (5.5)

dimana T adalah tensor energi-momentum, suatu bentuk kovarian dari energi
dan momentum sistem.

Dengan demikian dua persamaan terakhir ini dapat dibandingkan dan diperoleh
1
R — 55’;}% = rTV (5.6)
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dimana x merupakan suatu konstanta kopling yang harganya dapat ditentukan

K= (SZf) (5.7)

atau biasa ditulis k=8 jika digunakan satuan alami (natural unit) dimana G=c=1.

dari syarat batas, yaitu sebesar:

Persamaan (5.6) biasa ditulis dalam bentuk kovariannya yaitu

1
R, — 59“,,}% =rT, (5.8)

Persamaan (5.6) dan (5.8) inilah yang dinamakan sebagai Persamaan Medan
FEinstein. Ruas kiri merepresentasikan geometri ruang-waktu sistem, sedangkan

ruas kanan berupa distribusi materi pada sistem [2,9,10].
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Bab 6

Persamaan Medan Gravitasi
Axisimetrik Vakum

Sampai saat ini, kita telah menurunkan dan membahas Teori Relativitas Umum
dengan pendekatan geometri diferensial modern. Di bab ini dan selanjutnya, ki-
ta akan mencari solusi dari persamaan medan Einstein untuk kasus axisimatrik
(aziallysymmetric) vakum. Yang dimaksud dengan solusi persamaan medan Ein-
stein ialah mencari bentuk tensor metrik g, sebagai solusi persamaan diferensial

parsial non-linear medan Einstein.

6.1 Metrik Lewis-Papapetrou

Persamaan yang menjelaskan medan axisimetrik stasioner yang dimodelkan oleh
bintang berotasi secara uniform terhadap sumbu simetrinya pertama kali di-
sarankan oleh T. Lewis dan kemudian disempurnakan oleh A. Papapetrou dengan

merumuskan metriknya berupa:
1
ds® = f2(dt — wdp)? — F[e27(dp2 +dz%) + p*de?) (6.1)

dengan f, w, dan v adalah fungsi p dan z saja.
Dengan memilih 2°=t, 2'=p,2?=¢,2*=2, maka persamaan metriknya dapat di-
tulis dengan

ds® = g, datdx” (6.2)
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dengan tensor metrik g, merupakan matriks 4 x 4 sebagai berikut:

f? 0 fPw 0
| 0 —eryf? 0 0
G = fZW 0 f2w2 _ T2f72 0 (6-3)
0 0 0 e f2
dan inversnya (tensor metrik kontravarian):
e S £y 0
0 —ef2 0 0
A = 6.4
I Lo 0 —fr 0 (6:4)
0 0 0 —e 2

2

sehingga /—g = © f;’" dimana g adalah determinan dari g, .

Untuk memudahkan, diperkenalkan suatu basis 1-form (w®) yang dinamakan

frame tetrad

1
w' = Zeldp
/
1
W= = do
fP
1
W= Zeldz
f
(6.5)
sehingga
d82 — (w0>2 o (w1)2 o (w2)2 . (w3)2
= 7w’ (6.6)

Dengan demikian dalam kerangka tetrad ini, ruang-waktu seolah-olah menjadi
datar (flat). Alasan kita memilih frame ini adalah agar tensor metriknya men-
jadi diagonal sehingga memudahkan kita dalam menurunkan tensor Ricci nya.

Selanjutnya, dengan menggunakan metode geometri diferensial yang telah dikem-
bangkan di empat bab pertama, kita akan dapatkan tensor Ricci nya (penurunan
selengkapnya dapat dilihat di lampiran). Dalam hal ini, tidak semua komponen
tensor Ricci dihitung, melainkan hanya komponen-komponen penting yang akan

memberi kontribusi kepada persamaan medannya, yaitu:

2 £6 2 76
Ry=e? [f (f,n +/,33 +%) —(fPa+r%s)+ (%21,0)2]0 + (w’;p)zf (6.7)
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2 16 2
Ri=e™ [3(f,1 Y+ (fs)?—f (f,n +f.33 +%) + (711 7133 ) — W) S 3] }

2p° p
(6.8)

Rg = |:(f71 )2+3(fa3 )2—f (f,n +/,33 +%) +f2(%11 +7,33 )+

Vo1 f? _ (w3 )QfG}
2p?
(6.9)

Kedua persamaan terakhir ini jika dicari selisihnya adalah:

_rYale _f_6
p 2p?

R - Ry e [2<<f,1 Y (fa)?) (@) — (3)?) } (6.10)

RO — _2 W711f4+W,33f4+2w73f;3f3+2w71f,1f3_W,1f4
? 2p 2p p p 20?2

] (6.11)

_ Vs [P wawgf
Ré =e > |:2f71 f73 - P - 2p2 (612)
dimana digunakan notasi
Aal = %
dp
0A
A pu— —_— .]_
3 = 5 (6.13)

6.2 Persamaan Medan Einstein Axisimetrik
Vakum

Dalam tugas akhir ini, akan dibahas persamaan medan Einstein vakum dari
metrik Lewis-Papapetrou. Secara fisis, ini berarti membahas medan gravitasi
di luar sumber materi (bintang). Karena di luar bintang dianggap tidak ada dis-
tribusi massa, maka tensor energi-momentumnya bernilai nol: 7#=0, sehingga

persamaan medan Einsteinnya:

1

27



Jika indeks p dan v dikontraksi, akan didapatkan

R=0 (6.15)
sehingga pers.(6.14) menjadi:

RE=0 (6.16)

Dengan memasukkan nilai-nilai tensor Ricci dari pers.(6.7), (6.10), (6.11), dan
(6.12) ke persamaan di atas dan dengan melakukan transformasi f> — f (untuk

selanjutnya, metrik Lewis-Papapetrou akan ditulis dalam bentuk ds?> = f(dt —

wdg)? — [ 2(dp? +dz*)+ p*d¢?]), maka akan diperoleh empat persamaan medan,
yaitu:

fV2f=VfVf—fp?Vw.Vw (6.17)

V- (f?p?*Vw) =0 (6.18)

Ll 2 2) _ 201 )2 — (W )2
%1:5[f (1) = (F)?) — F2((wi1) <,3>} (6.19)

V3= i[fdff,l fia—fwa W73:| (6.20)

e

VvV = 12 2 T 1o _|_a_2
 pdp p@p P2 0¢® | 922

merupakan operator gradien dan laplacian dalam koordinat silinder.

dimana

Persamaan (6.17) — (6.20) inilah yang dinamakan dengan persamaan medan Ein-
stein axisimetrik vakum. Terlihat bahwa dua persamaan pertama merupakan
persamaan diferensial parsial orde dua non-linear, sedangkan kedua persamaan te-
rakhir merupakan persamaan diferensial parsial orde satu yang memenuhi syarat
integrabilitas (v,13=7,31) sehingga dapat langsung diintegralkan begitu solusi f
dan w diketahui [5,6].

28



Bab 7

Persamaan Ernst

Untuk mencari solusi persamaan (6.17) — (6.20) jelas dibutuhkan teknik khusus.
Oleh karena itu pada bab ini kita berusaha mencari simetri dari persaaman-
persamaan tersebut, terutama persamaan (6.17) dan (6.18) karena solusi v pada
persamaan (6.19) dan (6.20) dapat langsung dicari bila f dan w diketahui. Simetri
tersebut berupa persamaan Ernst yang dapat memadukan persamaan (6.17) dan
(6.18).
Tinjau persamaan (6.18). Persamaan ini menyiratkan bahwa ada suatu vektor A
sedemikian rupa sehingga

fPp?Vw=VxA (7.1)

Karena Vw tegak lurus arah azimuth 5, maka persamaan di atas memenuhi
kondisi:

~

(VxA) -6=0 (7.2)

Dalam koordinat silinder, V x A dituliskan:

VXA:ﬁE(&b mww>}+%1(mm@_a&)]+4&@_a&1

o6 0z o\ dp oo dp Oz
(7.3)
Jika digunakan kondisi (7.2), maka diperoleh:
0A, 04,
=% 4
dp 0z (74)

29



Dengan demikian terdapat suatu fungsi skalar F(p, ¢, z) sedemikian rupa yang

memenuhi (secara lokal)

oF
Ap - 5
oF

Dengan demikian persamaan (7.3) dapat dituliskan:

1. 00 00

dengan

OF
® =355~ rd (7.7)

merupakan suatu Potensial Rotasional (Twist Potential).Ruas kanan persamaan

(7.6) ditulis dalam pernyataan vektor sebagai:
VxA=ploxVd (7.8)
sehingga persamaan (6.18) menjadi
V- (p ' x VP) =0 (7.9)
Dari persamaan (7.1) dan (7.8) diperoleh hubungan
Vw = pf2p x VO (7.10)

atau dapat dituliskan
FVO = —p g x Vw (7.11)

Dengan demikian, persamaan (7.9) menjadi:
V- (f?V®)=0 (7.12)

yang merupakan persamaan potensial ®.
Dengan menggunakan hasil (7.10) dan (7.12), maka persamaan (6.17) dan (6.18)
dapat dituliskan sebagai:

fV2f=Vf-Vf-Vd.VP (7.13)
o2V f-Vd = fV® (7.14)
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Dengan mendefinisikan suatu potensial kompleks:
e=f+id (7.15)

yvang dinamakan Potensial Ernst, maka persamaan (7.13) dan (7.14) masing-
masing tidak lain dari bagian riil dan imajiner dari suatu persamaan potensial
terpadu:

(Ree)V? = Ve - Ve (7.16)

Persamaan inilah yang dikenal sebagai Persamaan FErnst. Persamaan Ernst ini
juga muncul dalam persamaan gerak SU(1,1)/U(1) o-model[8].
Jika didefinisikan suatu fungsi kompleks ¢ yang memenuhi:

£—1

maka dengan mudah dapat dibuktikan bahwa fungsi £ memenuhi persamaan dife-

rensial berikut:

(66" = 1)V = 26"VE - VE (7.18)
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Bab 8

Persamaan Inverse Scattering
(Hamburan Balik) dari
Persamaan Ernst

Dari bab sebelumnya telah ditunjukkan bahwa untuk mencari solusi persamaan
medan Einstein axisimetrik vakum, maka kita haruslah memecahkan persamaan
Ernst terlebih dahulu sehingga didapat fungsi f dan w yang pada gilirannya dapat
digunakan untuk menentukan . Karena sifat non-linearitas dari persaman Ernst,
maka kita tidak dapat menggunakan metode pemisahan variabel seperti dalam
persamaan Laplace sebab pada persamaan non-linear, prinsip superposisi tidak
lagi berlaku. Dibutuhkan suatu teknik khusus untuk menanganinya. Ada beber-
apa cara untuk mencari solusi persamaan diferensial parsial non-linear, seperti:
metode Cosgrove [14], metode inverse scattering (hamburan balik) [15,16,17], dan
metode Gutsunaev-Manko [18.19]. Dalam tugas akhir ini akan digunakan metode
Hamburan Balik.

Metode hamburan balik awalnya berasal dari masalah persamaan Schroedinger
non-linear. Dalam persamaan Schroedinger, problem mencari fungsi gelombang
(biasanya sistem hamburan) dari potensial sistem yang diketahui dinamakan
masalah hamburan (scattering problem). Sebaliknya, problem mencari potensial
sistem jika fungsi gelombang diketahui dinamakan masalah hamburan balik (in-
verse scattering problem). Metode inverse scattering ini banyak digunakan untuk
memecahkan masalah soliton, yaitu solusi eksak persamaan diferensial parsial

non-linear yang stabil. Kita tahu bahwa dewasa ini konsep soliton banyak di-
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adopsi dalam fisika partikel. Oleh karena itu, metode inverse scattering inipun
memiliki aplikasi yang luas dalam bidang fisika partikel. Solusi persamaan Ein-
stein yang diperoleh lewat metode ini dinamakan solsusi soliton.

Ada banyak metode inverse scattering yang dikembangkan para fisikawan, teruta-
ma dalam menangani persamaan medan gravitasi. Sebut saja metode inverse
scattering Naugebauer, Zakharov-Belinski, Kinnersley-Chitre. Budiman [6] dalam
skripsi s-1 nya menggunakan metode inverse scattering Naugebauer untuk men-
cari solusi persamaan medan Einstein vakum. Dalam tugas akhir ini, penulis

bermaksud menggunakan metode dari Zakharov-Belinski.

8.1 Formulasi Matriks Persamaan Ernst

Tinjau persamaan (7.16). Untuk merepresentasikan persamaan tersebut dalam

bentuk matriks, kita definisikan suatu matriks P, yang hermitian sebagai berikut

[8]: b 2 ( 1 %(5*—6)) (8.1)

et+ex \ 5(e"—¢) e*e

yang memenuhi:

P=P (TP?=1I (8.2)
dimana
r—( 0 ¢ I)?=1 (8.3)
- 0 )7 '
Maka persamaan (7.16) dapat dinyatakan dalam bentuk:
V- [(VP)P11=0 (8.4)
dan persamaan (6.18)-(6.19) dapat dinyatakan sebagai:

Yy = gTr{(P,pP—I)L(P,ZP—l)?]

vo = Bl pe ) 85)

Dengan menggunakan konsep diferensial luar d dan operator Hodge (*), maka

persamaan (8.4) dapat ditulis ulang:
d[(*dP)P~ '] =0 (8.6)
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Jika definisikan suatu koneksi 1-form (1-form connection):
W = (—dP)P™* (8.7)

yang memiliki kelengkungan nol, dW+W A W=0. Maka, pers.(8.6) dapat ditulis
dalam bentuk:

d(W) =0 (8.8)

Definisikan pula suatu koneksi 1-form €2 yang dibentuk oleh W dan W*:
QN p,2) =aW +0"W (8.9)

dimana A merupakan parameter spektral kompleks dan a(A, p, z) serta b(A, p, 2)
masing-masing merupakan suatu fungsi skalar kompleks yang memenuhi:

lima(A,p,2) =1 limb(A, p, 2) =0 (8.10)

sehingga limy .o Q2=W. Selanjutnya didefinisikan suatu operator diferensial luar

yang diperumum (generalized exterior derivative operator)D:

ae o

D=d— -
A EYVN

(8.11)

dengan D?=0 dan (), p, 2) merupakan suatu fungsi skalar kompleks sedemikian

rupa sehingga memenuhi limy .o D=d. Maka Q(\, p, z) akan memenubhi:
DA+ QAQ=0 (8.12)

Persamaan di atas adalah syarat integrabilitas bagi suatu persamaan linear dari
matriks W(\, p, 2):

DV = —-QU (8.13)
Dengan mudah dapat dibuktikan bahwa limy_oW¥=P. Artinya untuk mencari

matriks P, dapat ditentukan dari solusi matriks ¥ dengan hubungan:
P =9(0,p,z) (8.14)

Untuk mengintegrasi persamaan Ernst, dibutuhkan minimal satu solusi khusus
(particular solution). Maka diasumsikan suatu matriks Py sebagai sebuah solusi

partikular dari persamaan (8.6). Konsekuensinya, terdapat suatu koneksi 1-form
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o, dan dari persamaan (8.13) terdapat pula suatu solusi awal W,. Dengan

demikian solusi persamaan tersebut dapat ditulis:
(A, p,2) = x(A, p, 2)¥o (8.15)

dengan x (A, p, z) suatu matriks transformasi.

Substitusikan kondisi di atas ke persamaan (8.13), diperoleh:
Dyx = xQo — Qx (8.16)

Agar sifat riil dan simetrik dari matriks P terpenuhi, maka kondisi-kondisi di

bawah ini:

) = x(N) TR =T y(eo) =1 (8.17)

harus terpenuhi. Dengan demikian, masalah kita sekarang teralihkan menjadi
masalah mencari matriks y. Secara umum, masalah penentuan x merupakan
apa yang disebut sebagai masalah Riemann dalam Teori Analisis Fungsional.
Solusi masalah ini ditentukan oleh sifat analitik matriks x dalam bidang kom-
pleks dan secara umum direpresentasikan sebagai jumlah solusi soliton dan solusi
non-soliton. Zakharov-Belinski dalam metode inverse scatteringnya hanya mem-
pertimbangkan solusi soliton murni dan mengabaikan solusi non-solitonnya [16].
Eksistensi solusi soliton disebabkan oleh adanya pole singularitas matriks y pada
bidang kompleks.

Secara umum, matriks y dan inversnya memiliki N simple poles sehingga dia-

sumsikan berbentuk:

k
— B

=

=

Il

~

+
B
>

oy

?‘
—_
Ead

k
_yk_

[]=
>
n

XN = I+ (8.18)

e
Il

1
dimana Ry, Sk, px, dan vpadalah fungsi p dan z. Ry dan Sy independen terhadap
A. Secara umum gy, dan v kompleks. limy o x (A, p, 2)=I mengindikasikan bah-
wa Y fungsi analitik terhadap A pada A — oc.

Dari persamaan (8.15), kita peroleh solusi untuk matriks P adalah:

P(p,z) = x(0,p,2) F (8.19)
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dan dengan mensubstitusi bentuk eksplisit y dari persamaan (8.18) maka :

Pp,2) = {1 _ f: @} Po(p, 2) (8.20)

1 Mk

Untuk menentukan bentuk matriks Ryi(p, z) dan Si(p, z) secara eksplisit, kita
cukup meninjau persamaan (8.16) pada pole yang dimiliki x karena keduanya
independen terhadap A. Dengan memasukkan bentuk x dari persamaan (8.18)
ke persamaan (8.16), kita akan dapatkan bahwa persamaan tersebut memiliki pole
orde satu pada A=y di ruas kanan tetapi berorde dua di ruas kiri. Oleh karena
itu, agar persamaan tersebut konsisten maka disyaratkan koefisien (A — p) 2

pada ruas kiri persamaan haruslah bernilai nol. Artinya:
DA — ) =0 (8.21)
Solusi persamaan di atas berkaitan dengan akar-akar persamaan aljabar [8,16]
O\, p, 2) rmp, = —Wk (8.22)

dimana w;, adalah suatu konstanta kompleks. Demikian pula utnuk !, bentuk

persamaannya dapat ditulis:
Dy ' =x"10—Qox7! (8.23)

dan dengan mensubstitusi bentuk eksplisit x !, diperoleh persamaan yang men-
syaratkan:

DO\ —13,) =0 (8.24)

yang solusinya berkaitan dengan

@(/\7 Ps Z>|)\:Vk = _w;f (825)
Selanjutnya, persamaan (8.16) dapat pula ditulis dalam
Q= (xQ — Dx)x (8.26)

Karena ruas kiri persamaan di atas tidak memiliki pole pada A=p, maka residu
pada ruas kanan haruslah pada A=y, haruslah nol. Konsekuensinya, akan kita

peroleh persamaan untuk matriks Ry(p, 2):
X(DRy, — Ri)[a=p, = 0 (8.27)
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dan demikian pula untuk matriks Si(p, 2):
X(DSk + Sk0) r=p, = 0 (8.28)

Sementara itu, untuk menjamin y dan ! pada persamaan (8.18) merupakan

inversnya satu sama lain, maka harus dipenuhi kondisi:
xx =1 (8.29)

sehingga

Noop Yoo, N N .S, )
;A_/ﬁi—i_;)\—yj+ZZ(}\_Mi)()\_Vj>—O (830)

i=1 j=1
Dari kondisi di atas, residu pada A=p; adalah:

N

R; + Z RS 0 (8.31)
o MY
dan residu pada A=v;:
N
R;S;
Si+Y —L =0 (8.32)
1 Vi T

Persamaan (8.31) dan (8.32) menunjukkan bahwa Ry dan Sy keduanya merupakan
matriks 2 x 2 terdegenerasi [16] yang memenuhi Rpx!(uz)=0 dan x(v})S,=0,
sehingga keduanya dapat ditulis dalam bentuk:

n—1 n—1
Ry =Y mnit, Sp=> prg (8.33)
a=1 a=1

dimana mg, ny, pg, dan ¢y adalah n komponen kolom vektor yang memenuhi

hubungan:
netx T k) = 0, x(m)pf =0 (8.34)

untuk setiap indeks a.

8.2 Reduksi pada Ruang Simetrik
Dengan menggunakan definisi 1-form W dan Q(\), kita dapat peroleh:
Qr'(\) =P o\ P (8.35)
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dimana PT=P dengan T menyatakan transposisi suatu matriks.
Jika persamaan (8.23) ditranspos dan dilakukan transformasi A — 7 serta dika-

likan kedua ruas dengan P dari kiri dan Py dari kanan, maka didapat persamaan:
PD(X"(m) 7' Bt = Q(n)P(X" (7)) Byt = POXT (1) Py () (8.36)

dimana 7:A — 7(A,rho, z) adalah transformasi linear fraksional pada bidang A

kompleks dan memenuhi sifat 72=1. Maka Q()) bertransformasi seperti:
Q(Tv Ps Z) =W - Q()‘apa Z) (837)

dengan:

a(t,p,z) =1—a(\ p,2), b(1,p,z)=—=b\p,2) (8.38)

Sekarang tinjau kembali persamaan (8.6). Kalikan kedua ruas dengan P dan

ambil hermitian konjugate nya, maka diperoleh:
WP —-PW' =0 (8.39)

yang berakibat:
QNP — PQI(\) =0 (8.40)

Dari kondisi (8.2) diperoleh P~1=TPT atau I'W + WiT'=0. Dalam konteks ()
dapat ditulis:
Q) + QT (A =0 (8.41)

Dengan menggunakan kondisi (8.2), persamaan (8.40) dituliskan:
PTQ(MNPT = —Q()) (8.42)

Tinjau pula persamaan (8.13). Kalikan kedua ruas persamaan tersebut dengan

['P~! dan gunakan (8.37) untuk menghasilkan:
DTN (N)] = TP Q(7)¥(N) (8.43)
Tukarkan A dan 7 serta gunakan (8.42), maka akan dihasilkan:

DILP'Q(7)] = —QNTP1(7) (8.44)
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Dengan demikian, terlihat bahwa matriks T P~'W(7) memenuhi persamaan dife-

rensial yang sama dengan W(\). Maka kita dapat tuliskan:
TP MU(7) = U(N\)J (8.45)

dimana J adalah suatu matriks yang memenuhi kondisi DJ=0 dan detJ # 0.

Pada limit A — oo (7 — 0), dan A — 0 (700) masing-masing kita peroleh:
I' = U(oc0)J(o0)

[P 'W(co) = PJ(co) (8.46)

Persamaan di atas mengimplikasikan .J%(00)=0.

Selanjutnya tinjaulah persamaan:
DU\ = -TQN)T(N) (8.47)

yang merupakan variasi dari persamaan (8.13). Ambil hermitian konjugate nya

dan tukarkan A dengan A\* dan gunakan (8.41) untuk mendapatkan:
D[TT(AIT] = TTAITQ(N) (8.48)

yang mengindikasikan bahwa ¥T(\*)I" memenuhi persamaan diferensial yang sama

dengan yang dipenuhi oleh ¥~!()). Dengan demikian, kita dapat:
IO = JoU—H(N) (8.49)

dimana detJy # 0. Pada limit A — 0 dan kondisi P~'=I'PTI", matriks .J, menjadi
I', sehingga kita peroleh:
TN\ =TUiT (8.50)

Persamaan (8.45) dan (8.50) mengimplikasikan bahwa matriks y(A) haruslah

memenuhi kondisi-kondisi berikut:
XHA) = IXFO)r
P = x(\P'(r) (8.51)

dengan Py=P}.

Sekarang, dengan mensubstitusi bentuk eksplisit matriks y dan y~! ke persamaan
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di atas dan meninjau pada pole A=v}, akan didapat residu pada ruas kanan adalah
tidak nol. Residu pada ruas kiri pun tidak nol jika v,=p;. Pada kasus ini, matriks

Ry dan Sy, saling terkait satu sama lain dengan hubungan:
S, =TRIT (8.52)

Dengan memasukkan persamaan di atas ke persamaan (8.31), akan diperoleh:

N T
R,TRIT
R+ ———=0 (8.53)
=1 Mk — M

Di lain pihak, persamaan (8.51) pada pole A=py, ditulis:

RP{]+§:L}—O (8.54)
o — 7(w) — 1 '
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Bab 9

Konstruksi Solusi Soliton
Persamaan Ernst

Setelah menngkonstruksi persamaan inverse scattering dari persamaan Ernst,
tibalah kita untuk mengintegrasinya sehingga didapatkan harga f dan ®. Dalam
formulasi matriks, solusi dari persamaan Ernst berarti solusi bagi matriks P.
Dengan metode inverse scattering Zakharov-Belinski ini, jumlah solusi soliton
haruslah berupa bilangan bulat genap [17] karena jumlah ganjil akan mengubah
signature (tanda koefisien trace) metrik. Dengan demikian, solusi paling seder-
hana adalah solusi 2 soliton.

Sebenarnya sejak dekade tahun 60an, sudah banyak solusi persamaan medan Ein-
stein axisimetrik vakum maupun bermuatan listrik yang diperoleh. Solusi Kerr
merupakan solusi paling awal kasus ini, dilanjutkan dengan Ernst yang memperke-
nalkan metode potensial kompleksnya untuk menggeneralisir solusi Kerr. Setelah
itu dua ilmuwan Jepang, Akira Tomimatsu dan Humitaka Sato [20] mendefin-
isikan suatu potensial kompleks fraksional sebagai generalisasi solusi Ernst. Na-
mun dengan diperkenalkannya metode inverse scattering ini, telah dibuktikan
oleh Neugebauer [7,15] bahwa semua solusi tersebut dapat dipadukan sebagai so-
lusi soliton yang ke-n dari solusi umumnya. Karena keterbasan waktu dan ilmu
yang dimiliki, dalam tugas akhir ini penulis hanya menurunkan solusi 2 soliton.

Untuk mengkonstruksi /V solusi soliton, maka untuk mudahnya digunakan parame-
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ter-parameter yang telah diturunkan oleh Zakharov-Belinski [17]:

2

ahp?) = T
B p) =~
O\ p,2z) = g—%—z,
T = _p; (9.1)

Nilai ug(p, z) ditentukan dari solusi persamaan (8.21):

p(p,2) = wp — 2 & [(wi — 2)* + pY)2 (9.2)

9.1 Konstruksi Solusi 2 Soliton Persamaan Ernst

Tinjau persamaan (8.53) dan (8.54). Keduanya merupakan kondisi yang harus
dipenuhi secara konsisten oleh matriks Rj agar solusi bagi matriks P mematuhi
syarat simetrik (8.2). Kedua kondisi tersebut ekuivalen satu sama lain jika pole

matriks y berupa bilangan genap dan memenubhi:
pnsk = 7(ug), k=1,2,...N (9.3)
dengan vektor yang bersangkutan memenuhi:
Ny = L' Pong (9.4)

Maka, solusi 2 soliton berkaitan dengan 2 pole pada matriks y, dimana pole yang
pertama berada pada A=p dan yang kedua pada A=7(u). Konsekuensinya, x
dapat ditulis:

R R
AP w7
TRIT N TRIT
A—pr o A=T(u)

Berdasarkan (8.19), solusi matriks P dapat diperoleh jika nilai R; dan Ry dapat

x(\) =1

X'\ = I+ (9.5)

ditentukan.
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Karena matriks R; dan R, saling berdegenerasi satu sama lain, maka mereka

dapat dituliskan:

R, = mlni

RQ = mgngPOF (96)
dimana:

n} =n§, 05" (1) (9.7)

dan n}, adalah suatu vektor komoleks konstan sembarang. W3'(x) memenuhi
kondisi (8.50). Kita peroleh vektor m; dan my dari persamaan (8.54) yang dapat
ditulis dalam bentuk:

2N
P,
i=1 o
dimana My, dapat dituliskan:
T *
n, Pon;
ki = —(2k : *) (9.9)
P
Untuk kasus N=1, dapat diperoleh invers matriks Mjy; yaitu Lj; sedemikian hing-
ga:
Ly My; = O (9.10)
Dari (9.8), my dan my dituliskan:
A B
m = 1{—13” +—rn]
' e+ ) " =)
B A
my = &1 [—Ponl - —Fnl} (9.11)
o (pe — ) n(p® + pp*)
dengan
A B
£ = 2 e T3 )2
(P* +pp)?  p*(p— p*)
A = niPonl
B niTn, (9.12)
Maka akan kita dapatkan:
A B
R = ¢! {—Pn nl+ ———TIn nT]
' e+ pe) T =)
RQ = -1 [LPonlniPOF - LFnln - 1TP0F:| (913)
(= ) 1(p® + )
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Substitusikan bentuk di atas ke persamaan (9.5) dan gunakan dalam (8.19), kita

peroleh solusi 2-soliton matriks P:

(1 — 1) (p* + )
[ A2p? (p — p*)? + B(p® + pp*)?]
+Bu*(p* + ) Tnan] Py — Bu(p® + pp*) Ponan{T

+Aup (- u*)aniF]

P = Py— Ap*(p — u*)PonﬁﬂPO

(9.14)

Pernyataan ini menunjukkan bahwa kita dapat mengkonstruksi matriks P dari
matriks lama F,. Sebagai solusi awal ( background solution) dapat kita ambil
solusi Minkowski (flat space-time) P0:< (1] (1] ) yang berkaitan dengan potensial
Ernst Ey=1.

Solusi Py tersebut memberikan konsekuensi DWy=0, sehingga pada A= matriks
Uy merupakan matriks konstan. Dengan demikian, kondisi (9.7) memberikan

solusi n; sebagai vektor konstan. Untuk itu, dapat dipilih:
Q@
= (%) (9,19
Ambil kombinasi-kombinasi konstanta kompleks o dan (3 sebagai berikut:
a=ad"+ 66, —m=pa"+af", —b=aa"— (5%, ic=pa"—af" (9.16)

dimana o merupakan bagian imajiner dari w; pada persamaan (8.22). Dengan
mudah dapat ditunjukkan bahwa a? — b*> — m?=0?. Dengan definisi-definisi terse-

but, kita peroleh: A=a dan B=—o0.

9.2 Solusi Kerr-NUT

Setelah solusi umum matriks P diperoleh, maka kita dapat memperoleh solusi
persamaan Ernst untuk kasus axisimetrik vakum. Solusi ini disebut metrik Kerr-

NUT.
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Dari persamaan (9.14)-(9.15), kita peroleh:

(10 (= p*) (p* + puyr*) { 2 (aa* aﬁ*)
P (01) st agrre e (85 G
I o a8 Bp S o [ —ebt aa”
iop*(p” + ") © apr +iopu(p” + ppt) 35 o

—oo

Fap (o — 1) ( _ﬂfﬁ** _(f;ﬁ )]
_ (10 (b — 1) (P* + ) [a 2
B ( 01 ) 2 a2 (u — )2 + o + )] |7 b= a5)

o a—b —ic—m — io (0 + ) wo—m a+b
ic—m a+b HAPSTRET _a 4 b io+m

. . i0+m a—>b . .
+wu(02+uu)< Ca—b _w+m)+auu (b — ")

a+b —ioc+m
N
Karena matriks P berbentuk (8.1), maka untuk menentukan f (Re ¢) kita ambil

komponen Pj;. Dengan sedikit perhitungan aljabar akan kita peroleh:

—Apla?p?(n — p)* + o (p* + )]
[a(pp* — p?) + b(pp* + p?) (1 — p*)? + [m(p — p) +io(p + u*)P(uu*(;rlfg))Q

Setelah mendapatkan nilai f, kita dapat menghitung ® (Im &) dengan memilih

f=

komponen Py atau P,y (karena sifat simetrisitas matriks P). Hasilnya adalah:

2(p — o) (4 p?)am(p — p*) (pp* — p*) — ibo (p + p*) (up* + p?)]
[a(pp = p2) + b(up* + p?)2 (e — )2 + [mp — p*) + io(p + u*)]Q(uu’Englg;)?

b —

Untuk mempermudah penurunan selanjutnya dan melihat arti fisis dari persamaan-
persamaan tersebut, akan lebih mudah jika kita bekerja dalam koordinat Boyer-

Lindquist (7, ) yang berkaitan dengan koordinat silinder melalui transformasi:

p = [(r—m)?+0%7sind
z = (r—m)cosf (9.20)
dan
w(p,z) = [(r —m) +io](1 — cos0) (9.21)
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Dalam koordinat-koordinat tersebut, persamaan (9.18) dan (9.19) tersederhanakan

menjadi:
(r —m)? + 0% — a%sin? 0
= 9.22
/ (b—acos)?+r? (9:22)
dan:
q):_Z[(r—m)b+macos€] (9.23)

(b—acosf)?+r?
Langkah selanjutnya adalah mencari fungsi w. Ini dapat diperoleh dari ® dengan

hubungan:

Vw = pf2p x VO (9.24)
Didapat:

. o _ )2 2
L — 9dsin fm(r —m) —o’] + (a bC0§ 92)[(7” m)* +0”] (9.25)
(r—m)?+ 0% —a%sin” 0

dengan mengambil konstanta integrasi sama dengan nol.
Terakhir, v dapat diperoleh dengan mensubstitusikan bentuk f dan ® ke dalam
matriks P, lalu mensubstitusikannya ke persamaan (8.5). Hasilnya adalah:
(r —m)? + 0% — a%sin? 0

e =
(r—m)?+ 0% cos? 6

(9.26)

dimana diambil konstanta integrasi sama dengan nol (penurunan mendetail per-
samaan (9.25) dan (9.26) dapat dilihat di lampiran).

Dengan demikian, metrik Lewis-Papapetrou (6.1) yang menggambarkan lintasan
terpendek dalam medan gravitasi dari suatu bintang yang berotasi terhadap sum-
bu simetrinya (axisimetrik) dapat dituliskan:

g — [(T —m)? + 0% — a®sin? 0}
(b—acosf)?+r?
y (dt B 2asin2 Om(r —m) — o*] + (a — beos0)[(r — m)* + Uz]dgb)Q

(r — )2+02—a281n29
*+0° —a’sin® @] [ ((r=m)* + 0 —a’sin’*6
b—acosH) + 12 (r —m)?+ 0% cos® 0
y { ( 2sin% 6 © + cos 9) dr? + [(r — m)Q + 02 cos? 9]d92}
+[(r = m)? + o°] sin® 9d¢21 827)

dimana m, a, dan b masing-masing merupakan massa bintang, momentum angu-

lar per satuan massa, dan parameter NUT.
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9.3 Solusi Schwarzchild

Persamaan (9.27) di atas merupakan persamaan metrik ruang-waktu dari medan
gravitasi di di sekitar bintang tak bermuatan (vakum) yang berotasi terhadap
sumbu simetrinya (axisimetrik). Jika bintang tersebut tidak berotasi (w — 0,
a—0,b— 0, 0% — —m?), maka metrik di atas tereduksi menjadi:

2 om\
ds? — (1 _ _m> dt? — (1 _ —m) dr? + r2d6? + r2sin? $2dg®  (9.28)

T r

Persamaan di atas ini tak lain merupakan metrik Schwarzchild yang mendeskrip-
sikan ruang-waktu di sekitar bintang yang memiliki simetri bola (spherically
symmetric). Dengan demikian, dapatlah disimpulkan bahwa solusi Schwarzchild
merupakan solusi asimtotik dari solusi Kerr-NUT-Ernst untuk bintang yang bero-

tasi dengan w — 0 (diam).

47



Bab 10

Kesimpulan dan Saran

Metode diferensial modern Cartan digunakan sebagai pendekatan yang lebih for-
mal dalam Teori Relativitas Umum dengan memformulasikan ruang-waktu se-
bagai manifold diferensiabel pseudo-Riemann 4 dimensi. Pendekatan ini mem-
berikan paradigma yang cukup menarik terhadap fenomena gravitasi. Medan
gravitasi muncul sebagai fenomena geometri belaka, yaitu sebagai manifestasi ke-
lengkungan manifold pseudo-Riemann. Yang menarik pula, persamaan medannya
(yang dikenal sebagai Persamaan Medan Einstein) muncul sebagai konsekuensi
relasi geometris belaka tanpa adanya hipotesis-hipotesis yang intuitif berdasarkan
pengamatan eksperimen [1].

Dengan pendekatan topologis ini, persamaan medan Einstein untuk kasus medan
gravitasi axisimetrik vakum (yang metriknya dinyatakan oleh metrik Lewis-Papa-
petrou) dirumuskan. Diperoleh 4 persamaan medan untuk menentukan 3 koe-
fisien f, w, v dari metrik Lewis-Papapetrou tersebut. Dengan memperkenalkan
potensial kompleks Ernst, persamaan-persamaan tersebut dapat disederhanakan
menjadi suatu Persamaan Ernst. Karena baik persamaan medan Einstein maupun
persamaan Ernst merupakan persamaan diferensial parsial non-linear, maka dibu-
tuhkan suatu teknik khusus untuk memecahkannya. Teknik yang digunakan
di sini adalah teknik inverse scattering Zakharov-Belinski dan solusinya dina-
makan soliton, yaitu solusi stabil dan terlokalisasi dari persamaan diferensial
parsial non-linear. Solusi soliton ini men-generalisasi solusi-solusi persamaan
Einstein axisimetrik vakum yang telah ada sebelumnya. Dalam tugas akhir ini

ditunjukkan bahwa solusi Kerr-NUT-Ernst merupakan solusi 2 soliton dan so-
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lusi Schwarzchild merupakan solusi asimtotik darinya. Dengan metode inverse
scattering ini, masalah persamaan diferensial parsial non-linear tereduksi menjadi
hanya masalah aljabar linear belaka.

Penulis membatasi pembahasan tugas akhir ini hanya sampai medan gravitasi
axisimetrik vakum. Sebagai saran bagi penelitian lebih lanjut, ada baiknya
jika meninjau kasus axisimetrik bermuatan listrik. Dalam hal ini akan tim-
bul medan lain yaitu medan elektromagnetik yang direpresentasikan oleh per-
samaan Maxwell, sehingga ruas kanan persamaan Einstein tidak sama dengan
nol, melainkan berupa tensor energi-momentum Maxwell. Akan cukup menarik
untuk membahas fenomena persamaan medan Einstein-Maxwell axisimetrik dan
memecahkannya dengan metode soliton serta arti fisis dari solusi yang diper-
oleh, mengingat medan elektromagnetik Maxwell dapat ditinjau secara topologi
sebagai manifestasi 2-form eksak dari manifold diferensiabel pseudo-Riemann 4
dimensi seperti yang telah dibahas di lampiran.

Terakhir, dalam tugas akhir ini tidak disinggung penerapan metode geometri
diferensial modern Cartan ini pada fenomena kuantisasi (fisika kuantum). Akan
sangat menarik untuk membahas: apakah fenomena kuantum hanyalah juga
sekadar manifestasi geometris belaka? Penulis mempersilahkan para pembaca

untuk meneliti dan menjawabnya.
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Lampiran A

Delta Kronecker Diperumum

Dalam analisis tensor, kita mengenal Tensor Levi-Civita kovarian €, ..., dan kon-

ai...ap

travarian e , yaitu suatu tensor antisimetrik dengan sifat-sifat:

1, (aj...ap) permutasi genap dari (1, ..., p);
€ayoay § —1, (@1...ap) permutasi ganjil dari (1, ..., p); (A1)
0, dua atau lebih index berharga sama.

dan demikian pula untuk tensor kontravariannya.
Jelas bahwa keduanya pun bertransformasi layaknya transformasi tensor kovarian
dan kontravarian masing-masing. Dari kedua tensor tersebut, dapat dibentuk

suatu tensor antisimetris berdasarkan operasi:

aj...a _ ai...ap
€ ey b, = =0y Ty (A.2)

dengan sifat yang sama seperti pers.(A.1). Tensor 6311.’_'.‘& P

inilah yang dinamakan
Delta Kronecker Diperumum (Generalized Kronecker Delta) yang merupakan per-
luasan dari simbol delta kronecker ¢. Berdasarkan sifat (A.1), maka Delta Kro-

necker dapat dinyatakan dalam bentuk yang lebih compact:
Oyt e 51‘;1

s =L (A.3)

6" ... 5;;’
Berdasarkan pers.(A.3) tersebut, maka suatu ruang berdimensi-n memiliki hubungan-

hubungan:

ay...a 1 aj...apcC
5b11...b: = mdbf...bppc (A4)
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untuk n>p.

Sebagai contoh, perkalian luar dua buah 1-form w® dan w® dinyatakan:

1
Wi AW = 5(53%(06“ ® W’
1
= 5(525%@00‘ ®w’ — 6gégw°‘ ® w’g)

1
= E(wa@)wb—wb@w“)
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Lampiran B

Formulasi Intrinsik Persamaan
Maxwell

Meskipun dalam tugas akhir ini tidak dibahas aplikasi geometri diferensial mo-
dern terhadap medan elektromagnetik, tetapi dalam rangka menunjukkan keam-
puhan konsep kalkulus forms Elie-Cartan maka penulis akan membahas sedikit
konsep topologi dari medan elektromagnetik.

Fenomena elektromagnetik terangkum dalam 4 buah persamaan medan yang di-
namakan Persamaan Maxwell. Secara klasik, dalam kasus tidak ada distribusi

sumber muatan, empat persamaan tersebut dituliskan:

V-E p—t

B—— e
V x oy
V-B =

0B
E+ = =
V x +8t

o o o O

(B.1)

Persamaan Maxwell sesuai dengan prinsip Relativitas Einstein. Artinya per-
samaan tersebut invarian terhadap transformasi Lorentz. Dalam bentuk invarian
Lorentz, keempat persamaan tersebut terpadukan ke dalam dua buah persamaan
tensor. Dua persamaan pertama dan dua persamaan terakhir dari persamaan

Maxwell di atas masing-masing dapat ditulis dalam bentuk tensor:

O " =0
0,F +0,F,, +0,F,, = 0 (B.2)
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dimana F), adalah tensor medan (field tensor) yang bersifat anti-simetris dan

dapat diturunkan dari suatu potensial-4 A,

F.=0,A,-0A, (B.3)
dimana A,=(—¢, A) dengan ¢ adalah potensial skalar listrik dan A adalah poten-
sial vektor magnetik. Indeks p, p, dan v berjalan dari 0 sampai 3 yang menan-
dakan kordinat ruang-waktu 4-D.

Untuk memformulasikan persamaan tensor di atas ke dalam bentuk yang intrin-

sik, maka kita definisikan potensial A, sebagai suatu 1-form dengan basis w*:
A= A" (B.4)
yang dapat ditulis dalam koordinat lokal sebagai:
A= A,dz" (B.5)
Maka diferensial luar dari 1-form di atas membentuk suatu 2-form:

dA = dA, A da"

= %dm” A dxt
ox?
1 /[/0A, 04, y i
o 2(8w”_8x“)dx Ndr
1
= 5ijdgc”dx“ (B.6)

Terlihat bahwa tensor medan dapat didefinisikan sebagai 2-form eksak yang di-

hasilkan dari diferensial luar suatu potensial 1-form A
F=dA (B.7)
F ini disebut juga sebagai Faraday. Jelas bahwa Faraday bersifat closed
dF =d’A =0 (B.8)
yang dalam komponen-komponennya berupa:
dF = %d(Fde” A dz*)

1
= §dFW A dx” N dxt

10F,, p 5 i

= §8xpdx A dx” A dx
1|0F, O0F,, O0F,,

- dz? N dx” N dz* B.
3! 8xﬂ+8xV+8x“ rEAGTTA a (B.9)
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sehingga:

1[0F, , OFy , OF,
31| OxP ox” oz

Dengan demikian, maka baris kedua dari persamaan (B.2) dapat dituliskan secara

dz? Ndx” Ndz" =0 (B.10)

intrinsik sebagai:

dF =0 (B.11)

Selanjutnya kita tinjau Faraday yang diuraikan dalam basis-basisnya:

1
F = §Fw,dx“ A dx” (B.12)
dengan dualnya:
“F=F%s, (B.13)

yang dinamakan Mazwell. Jika dikerjakan operator turunan Hodge kepada Fara-

day, maka akan diperoleh:

oF = *d'F
1
= *§d[*F#,,dx“ A dx”]

1.1
= *§d[5F°‘ﬂeaﬁwdx7 A dz?]

1
= *Z[eag,yngaﬁ A dz” A da°]

1 oFes

= *Z[eaﬁw T dzt A dx? A dx?]

1
— ZEQ’BV"@“Fagewﬂpdxp
1
= (%68 — §6NO*F.pda” A dx A dx® A dx?
4\ 1% pYu B
1
= Z[aﬁFBadma - 8/8Faﬁdxa]
1
Z—l[aﬁFﬁa — 0°F,p)dz”
1
Z—l[aﬁFﬁa + 0° F,)dz®
1
— QaﬁFﬁadﬁ (B.14)
Karena 0, F"""=0, maka:

SF =0 (B.15)

o4



Dengan demikian, maka keempat persamaan Maxwell dapat dipadukan ke dalam

dua bentuk persamaan intrinsik yang lebih compact, yaitu:

dF = 0
SF = 0 (B.16)

Inilah persamaan Maxwell dalam bentuk differential forms. Persamaan di atas
menunjukkan bahwa medan elektromagnetik merupakan gejala geometri dari su-
atu manifold sebagai konsekuensi dari eksistensi 2-forms eksak di dalamnya.

Dalam teori medan klasik kita tahu bahwa potensial tidaklah unik. Sembarang
penambahan potensial dapat dilakukan selama tidak mengubah medannya. Kon-
disi ini dinamakan gauge freedom (kebebasan gauge). Secara geometri (differen-
tial forms) kebebasan gauge ini direpresentasikan dengan transformasi potensial

1-form A menjadi:
A— A =A+do (B.17)

dengan ¢ suatu O-form (skalar). Transformasi ini tidak akan mengubah tensor

medan F),, karena d?¢=0. Dengan demikian:
F=dA=dA (B.18)

yang sesuai dengan teori medan klasik bahwa persamaan Maxwell invarian ter-
hadap transformasi gauge. Dari penurunan di atas dapat dilihat bahwa sifat
invarian gauge tidak lain hanyalah manifestasi geometri pula, yaitu sifat closed

dari suatu manifold.
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Lampiran C

Penurunan Tensor Ricci

Disini akan diberikan penurunan secara lebih mendetail komponen-komponen
tensor Ricci hingga diperoleh pers.(6.7) sampai (6.12). Penurunan ini akan meng-
gunakan metode geometri diferensial Cartan yang telah dijabarkan pada empat
bab pertama dalam tugas akhir ini.

Setelah didefinisikan basis 1-form pada pers.(6.5) dan diperoleh:

dp = fe W'
dp = in
p
dz = fe 7W?
1 fw
dt = -+ —uw? (C.1)
f p
maka langkah selanjutnya adalah menghitung diferensial luarnya, yaitu:
3
dw® = —fre W AW — fae W Awd — Me_%ul A w?
p
3
2] / e W AW
p b
do' = (fiz—73fle "W AW?
dw® = (z —f)e W Aw? + faeT MW AW?
do®* = (yaf—fu)e "W AwW? (C.2)

Setelah itu, dengan mengasumsikan semesta torsionless (T=0), akan didapat per-

salnaarl:

dw® = —w® y A (C.3)
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Sehingga dengan memasukkan hasil-hasil pers.(A.2), akan kita dapatkan koefisien-

koefisien koneksi affin.

dw’ = = | AW =W s AW? — W 5 A WP
sehingga
3
w
Wi = fre Wb — LTS / e Tw?
2p
3 3
w, _ w, _
2p 2p
3
w
WOy = fae Wt — 22 / e w?
2p
dw' = —w' g AW’ —w! s AW? —w! 3 A WP
sehingga:
3
w
wo = fae W — ELEN / e Tw?
2p
3
w
Wy, = _Lfe—vuﬂ _ (i — fa)ew?
2p P
wl 3 = _(fa?) —7,3 f)e_’ywl + <f71 71 f)e_’ng
dw? = - oA — WP AW — WP g AW?
sehinga:
3 3
w, _ w, _
2p 2p
3
w, _
w'y = (i — f1)e W + —21pf e W’
3
w, _ B
wry o= 3—fe W0 — fzew?
2p
dw® = —w3 g AW’ —w? | Aw! —w? 5 Aw?
sehingga:
3
w, _ B
Wty = LETAN "w® + fze W’
2p
W o= (fs—ysfle W = (fa—va fle W’
3
w, _ B
Wty = —3—fe W0+ fae T Mw?
2p
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Demikianlah 12 komponen Koefisien Koneksi Affin selesai dikomputasi.
Sekarang, saatnya kita menghitung 2-form Kelengkungan Riemann berdasarkan

pers.(3.17):

§R01 = dw01+w02/\w 1"—(.4) 3/\6()31
= d{f,le_vwo— Wi f7 M’w]
2p

+( 721f Y 1 73f e Tw 3

_(f71 —Tn f)€_7w3:|
2
= 627{|:f(771f,1 —7V,3 f3) + (f,3)2 - (fa1)2 —ffmn—— 5 |w

+{f(’771f73+773f71)_2f71f73 f713f
+{_w,11f4_5w71f,1f3+ ,3f,3f3 f4

2p 2p 2p 2p
+ wi f! wh A w?
2p?
3 3 4
+|: ’13f 71f’3f +w73f71f _f_(773w71+771(x)73>
2p P P 2p
;{ }wQ/\uﬁ}
p
(C.13)
%02 = dw02+w01/\w12+w03/\w32
—2 2 f?lf 2 f6 2 2 0 2
€ W{ (f71) - +(f73) ——2(((.()71) +(w73) ) W Aw
p 4p
f3 w73f4 1 3
— — — A
+|:p(w73f71 wa1f73) 2p2 w w}

(C.14)
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R 5

0 0 1 0 2
dw’ s+ W AW s+ W g AW

6
6_%{ —fasf+f(yafst+vsfon)—2f1fs —M} WO AWt

4p?
B w, 2 16
+ (f;1)2—(f,3)2—%—f733f+f(%3f,3—%1f,1)]w0/\w3
: waz ff° f L
- — (2 = (y,1 A
+ _ 1 p (2w,1 fi3tw,s fr1) + Zp(% Wy FY3w, ) |w Aw
M r3 4 w, 6
+ _57(5(")’3 f73 —Ws f,l ) + g_p(7a1 W1 —7,3 w73) + :;Spf :|
(C.15)
dwl 2+w1 0/\w03+w1 2AW23
4 3 4 3
—2v o w1 f 5“71 f71 f o f_ _ o Ww,3 f73f
€ {|: 2p2 + 2p 2p(’7a1w71 V53 w73) 2p
4
+_w,11f ]wo/\wl
2p
4 2 ) b 3 ) ) 3
+{_f_(%3w’1+%1%3)— it f _w3f1f
2p p p
4
_w713f :|w0/\w3
2p
/, Yo f?
+ [f(fﬂl _'_71) - <<f271 )2 + (f73 )2) - f(fyul W1 —’7,3&),3) + !
3(w’1 )2f6 1 2
+4—,02 w NAw
3 f? Bw,w,sf°
+[_f713f+f(773f71+’771f73)+73f - 14/)23f:|w2/\u)3}
(C.16)

dwl 3+w1 0/\w0 3+w1 2/\(,()2 3
e | {f(fm +f3) — ((fi1)* + (f23)D) — 2711 +7,33 )} wh A WP

W, ) 3 W, ) 3 w, 4
L_wstaf wataf s
2p 2p 2p?

w? A w?}
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(C.17)

3%23 = dw23+w20/\w03+w21/\w13
W, 4 2"‘)7 ) 5 W, J, 5 4
— 6—27{ 3{ . Sflf . 1f3f +f_(,y71w73 —’—7,3@,1)
2p P P 2p
_Wa13f4}wo/\w1
2p
_w>1f,1f3 5W,3f,3f3 f4 W,33f4 0 3
- - - - A
[ ) 2 3(")7 w, 6
+ _fa13f+f(7a1f73+773f71)_73f - 14p23f:|w1/\w2
f71f

+fas f+ Fafa—vsfs)— ((Ffa)*+ (f3)?) +

T f? 1 3wy )*f°
p 4p?

p

w? A w?}

(C.18)

Setelah semua komponen 2-form kelengkungan Riemann telah dihitung, maka

kita dapat menghitung 2-form kelengkungan kontravarian:
R, =0""R, = —n""RN (C.19)

dan setelah itu tensor kelengkungan Riemann dapat diperoleh berdasarkan per-

Ssamaall:

R = REZW A w” (C.20)
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sebagai berikut:

R = RO AW + RGO A WP+ REW A w? + REw? A wW?
r W, )2 f0
%8% —€ 2y f(’y71f71_7a3f73)+(f73)2_(f71)2_ff711_%:|
§R01 _ 2y [ 71w73f
03 — —¢€ f(771f73+773f71)_2fa1f73 f713f_7
: Coswafaft | wafef®
%01 _ —2v| _ w?llf . 151 33 J 93
+w71 .54‘|
2p
— w713f4 w71f73f3 w, f7 f3 f4
R = —e 27{ 2 + P + =2 pl p(%swal +7,1w,3)
w3 f*
2p?
(C.21)
R2 = RBWOAW+ RBw! A WP
§R02__—2'y 2_f71f 2 f6 2 2
5= () = () = ) @)
_ 3 w,g f*
%(1)% = —¢€ it |:f?(wa3 f71 —W,1 f73) - 225 :|
(C.22)
12 = RV A W+ RO A WP+ REW A W+ R A WP
o[ Wy w,s f°
%8?:—6 2 —f,13f+f(%1f,3+%3f,1)—2f71f73—14723f}
B - w, 2f6
Roz = —e ™ f71)2_<f73>2_%_f>33f+f(773f73_771f71)1
_ [ W,13 f6 f3 f4
%?g = —¢€ 7= 4p2 0 (2(")71 f3+(x),3 f?l) 2p(77 1&),3 +773W;1)
3 f3 4 w, 6
?RS%: —e (5W,3f73 W1 f;l) / (%101,1 %3%3)‘1‘ )
[2p 2p 2p
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(C.23)

R = Repw Aw! + Rz’ Aw? + Riw! Aw?® + Ryz0% A W?

1 5 3 4
%g =—e [ - ! + ot ] - g—p(%l W1 —753W,3)

2p? 2p
_w73f73f3+w711f4
2p 2p
_ I 2w faf? wafaf® wasft
%(1)?&:_6 27[—2—p(7,3w,1+’y,1w,3)— P - P - 2
- /5
%%g = —€ ot |:f<f711 +71> - ((f271 )2 + (f73 )2) - f(r)/dw?l _773(")73)
2 3 2 r6
+771 f + (walg f :|
p 4p

’ 2 37 ) 6
%égz_6_27|:_f713f+f(773fa1+/y71f73)+P)/Sf - w1W3f:|

4p?

(C.24)

R = RGO AW+ R A WP
R — =2y _w73f,1f3_|_w,1f,3f3+w,3f4
02 2% 2 207

%%g = —e 7 |:f<f711 +fi33) — ((fa )’ + (f273 )2) - f2(%11 +7,33 )}

(C.25)
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§R23

REw? Aw' + Regw® Aw® + Rjw' Aw® + Rijw® A w?

§R23 _ —2v |:w73 f4 2(")73 f)l f3 W1 f73 f3 f4
01— —€ - -

+ —=(vaw3+y,3wa)

2p? p p 2p
_w713f4
2p
[ 3 Sw f3f3 f4 W,33 f4
%23 =2 W1 f71 f _ 33 J J . et
03 € T2 2 + 27,(%30073 Vo1 Ws1 ) —2p
— [ b) 2 3w7 w) 6
%%g:_e 2 _f713f+f(r>/71f73+773f)1)_73f - 14p23f:|
ol fuf
Rys = —e > f733f+f(%1f;1—%3f,3)—((f,1)2+(f,3)2)+%

_Ta f? i 3(wy3)*f°

P 4p?
(C.26)
Setelah itu, tensor Ricci pun dapat dihitung:
R =R5E (C.27)
Ry = Rl
_ —2 i 2 2 (%1 )2f6
= —e | fyafa—vsfa)+(f3) = (fa) = ffa— e
- 6
—enlap = I = D + @)
r 2 16
—(372’Y f71)2 - (f73>2 - % _f733f+f(773f73_771f71)1

= e | f(fou1+fo3 +7) —(fPa+/3)

[

, 2f6 ’ 2f6
T

(C.28)
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Ry + R+ Ry
_6727 |:f(771 f71 —7,3 f73) + (f73 )2 - (f71 )2 - ff711 -

_e”Puﬂ+%5—«ﬁﬂf+uﬁﬁ—fwﬂMrﬁﬁww

+7a1 f + (wﬂz f :|
p Ap

(W,I )2f6:|
4p?

—e {f(f,n +fiss) = ((F)* + (f13)%) = Flvn +7.8s )}
(
)

e [3 fa )2+ (f3)? = f(for+foas Jr%) + (Y11 +7:33)
_(wal 2f6 _ ! f2:|
2p? p
(C.29)
R + Mg + R
—2y [ 2 s (w3 >2f6
—e | (fi)" = (f3) —4—p2—f733f+f(%3f73—%1f71)
—e 2 f(far+fss) — ()2 + (fi3)%) = f2(711 +7.33 )}
_6_27 f733 f + f(’yvl fvl —7,3 f73) - ((f?l )2 + (f73 )2) + f,;f
V1 fé 3(w73 )2f6
Ty Ty }
A 4 30 P = a4 Taa+ 2 4 Pl )
751 f2 (w73 )2f6
T T T ]
(C.30)
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ol 30
= Ry + Ry

o1 03
= R N7 9

4 3 3 4 4
27| _ W11 f o 5(")71 f71 f W3 f73f f_ . Ws1 f
e [ 2 2 + 2% +2p(%1w>1 Vi3 W) + 202
3 4 6
—2 f_ 5 . f_ . w33 f
+e {21)( w3 fr3—w, fr1) + 2/)(%1 Wy —7,3W,3) + 2
) 4 Y 4 2 Y Y 3 2 7 ) 3 ) 4
_ezw[w uft | wslt | sl St 2eoaSa S wn] }
2p 2p p p 2p
(C.31)
Ry = R
— w? w? 6
= —e 27[f(7,1f,3+%3f,1)—2f71f>3—f>13f—14723f}
) 2 3w7 w? 6
+e‘2”{—f,13f+f(%3 Fatya fa) + 220 14p23f }
2 6
= 6727 |:2f71 f73 _7,3.]0 - W712w723f
p
(C.32)
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Lampiran D

Perhitungan Potensial
Kerr-NUT-Ernst

Untuk memperoleh fungsi w dari metrik Kerr-NUT-Ernst, kita mulai dari per-
samaan (9.24) dimana fungsi ¢ dinyatakan oleha persamaan (9.23). Dalam koor-
dinat silinder, persamaan (9.24) terurai dalam komponen-komponennya sebagai

berikut:

Qo _ po2

op  f? oz

Ow p 0P

- - _£Z= D.1
0z f2op (D-1)

Dalam koordinat Boyer-Lindquist, persamaan di atas bertransformasi menjadi:

door ason _ p (omor  ovan
ordp  000p  fP\oroz 000z
Dwdr 0wl —p (0DOr 0D OW
Quor [owdv_ —p (920r 000 D.2
or 0= 90 0= f2<87“8p+898p> (D-2)

Eliminasikan kedua persamaan di atas dan ambil suku ‘?d—‘;’, maka didapat:

oo [ov(oron s\ 0wl o0\ (o8’
8T_<&@_&@)f2 or \0z0z 0Opdp 00 0z dp

dp 0z 0z dp
(D.3)
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Untuk mengintegrasi persamaan (D.3) ini, perlu dicari fungsi-fungsi di ruas kanan.

Diperoleh:
o [(r=m)* + 0" (r —m)sinf
op (r—m)?+ 0% cos? 6
o [(r—=m)?®+0’]cost
0z (r—m)%+o2cos?f
2 [(r —m)? + 0?2 cos 6
op  (r—m)%2+ o02cos?0
o0 —(r —m)sin@
9z (r—m)?+o02cos?0 (D-4)
Maka diperoleh:
oron_oron - mpt 4ot
Opdz 02z0p  (r—m)?+o%cos2f
ron o
020z  0Opdp
00\* . (00’ 1
(0_p> * (&) ~ (r—m)?+02cos?0 (D-3)
Selain itu juga dicari:
0P Ar[(r —m)b+macosf] — 2b[(b — acos§)® + 1]
or [(b— acosf)? + r?]?
o2 2mal(b—acos)? +r’]sin + 4asin (b — acos §)[(r — m)b + ma cos b]
00 [(b— acosf)? + r2)2
(D.6)

Dengan memasukkan persamaan (D.5) dan (D.6) ke persamaan (D.3), akan

diperoleh:
Ow —sin6 . 2 2
5 = e o a0 {2ma sin@(b — acosf)” + 2mar” sin 6

+4asin (b — acos0){(r — m)b + ma cos 0}] (D.7)
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Integralkan persamaan di atas dan ambil konstanta integrasi sama dengan nol,

maka didapat:

asin? [m(r —m) — 0% + (a — beos 0)[(r — m)? + o?]
(r —m)2 + 02 — a%sin? 0

(D.8)

w =

Selanjutnya kita mencari fungsi v dengan menggunakan persamaan (8.5). P dan

P~! masing-masing dapat dituliskan:

1/ 1 )
Po= f ( o f24 P2 >
_ 1 2492 -9
Plzf(f_q) 1) (D.9)
Untuk mempermudah, kita definisikan:
U = P, P!
V = P.P! (D.10)

sehingga persamaan (8.5) dapat ditulis:

Yop = gTr[UQ—VQ]

Y. = ETT[UV] (D.11)

U dan V dapat dengan mudah dihitung:

U = i ( _(ff’p —|—<I><I>,p) —c1>,p )
f2 (f2+q)2) - (I)(ff’/? +CI)CI)7P) (ffvp +(I)(I)7P)
_ 1 _(ff72 +(I)(I)7z ) _(I)yz
Yo op ( (f2+ @) = O(ff.+0D.) (ff.+DD.) ) (D-12)

Masukkan hasil di atas ke dalam persamaan (D.11) dan ambil trace nya, maka

persamaan (D.11) tersederhanakan menjadi:

Yo = f;@{w,p )= (£ + (D)2 — (@,.)7]}

Yoz = QL}z[f,p frzt®,,®,.] (D.13)
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Selanjutnya, dengan menguraikan persamaan di atas ke dalam koordinat Boyer-
Lindquist dan mengeliminasi suku g—g seperti pada persamaan (D.3), akan kita
peroleh:
o _ (o) (o (oo
or 4(2_;%_%2_/0;) 2 0z | \ dr dp or Op or dp
_(2F0rN _(OFOONT (0% 0r\F _ (0000
or 0z 00 0z or 0z 00 0z
(Y, (20N oraran [ (0r\', (00)] (90)* 6
or or 0p 0z dp ol ol dp) 0z

Ofof 0Pod\ [00\> or
“(ora o) (3) 7 e

Dengan memasukkan hasil-hasil dari (D.4)-(D.6), maka persamaan di atas terseder-

hanakan menjadi:

oy (b +m?)(r — m)sin® 0

o [(r—m)2+ 02 — a2sin®0][(r — m)2 + 02 cos? 0] (D.15)

Integrasikan persamaan (D.15) dan ambil konstanta integrasi sama dengan nol,

maka diperoleh:
(r —m)? + o2 — a%sin? 0 1/2

D.16)
(r —m)?+ 0% cos? 6 (

v =In

atau:
(r —m)*+ 0% — a? sin? 6
(r—m)?+ 0% cos? 6

e =

(D.17)
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