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Pendahuluan

Teori Relativitas Umum Einstein memerlukan ruang lengkung untuk menggam-

barkan dunia fisis. Jika kita berharap menuju di luar pembahasan dangkal hubungan-

hubungan fisis, kita perlu menyusun persamaan yang tepat untuk menangani ruang

lengkung. Terdapat teknik matematika yang mapan tetapi agak rumit untuk menan-

gani hal ini. Ini harus dikuasai oleh mahasiswa yang berharap untuk dapat memahami

teori Einstein.

Buku ini disusun dari kuliah yang diberikan di Jurusan Fisika Florida State Uni-

versity dan memiliki tujuan menghadirkan materi pokok dalam bentuk langsung dan

ringkas. Ini tidak memerlukan pengetahuan pendahuluan di luar ide-ide dasar relativ-

itas khusus dan penanganan diferensiasi fungsi-fungsi medan. Ini akan memungkinkan

mahasiswa melewati rintangan utama dalam memahami relativitas umum dengan wak-

tu dan kesulitan minimum dan menjadi bermutu untuk melanjutkan lebih dalam ke

sembarang aspek khusus yang menjadi bidang minatnya.

P.A.M. Dirac

Tallahassee, Florida

February 1975
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Bab 1

Relativitas Khusus

Untuk fisika ruang-waktu kita memerlukan empat koordinat, yakni koordinat waktu

t dan tiga koordinat ruang x, y, z. Kita mengajukan

t = x0, x = x1, y = x2, z = x3,

sehingga koordinat empat dapat ditulis xµ, dimana sufiks µ mengambil empat nilai

0, 1, 2, 3. Sufiks ditulis dalam posisi atas agar kita dapat mempertahankan ”keseim-

bangan” sufiks dalam seluruh persamaan umum teori. Arti yang tepat keseimbangan

menjadi jelas kemudian.

Misalkan kita mengambil sebuah titik dekat dengan titik yang mulanya kita tinjau

dan misalkan koordinatnya menjadi x + dxµ. Kuantitas empat dxµ yang memben-

tuk pergeseran dapat ditinjau sebagai komponen-komponen vektor. Hukum-hukum

relativitas khusus memperkenankan kita untuk melakukan transformasi tak homogen

linier koordinat, menghasilkan transformasi homogen linier dxµ. Hal ini sedemikian

sehingga, jika kita memilih satuan jarak dan waktu sehingga kecepatan cahaya adalah

satu,

(dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 (1.1)

invarian.

Sembarang himpunan kuantitas empat Aµ yang mentransformasi dalam perubahan

koordinat dengan cara yang sama sebagaimana bentuk dxµ disebut vektor kotravarian.
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BAB 1. RELATIVITAS KHUSUS 2

Kuantitas invarian

(A0)2 − (A1)2 − (A2)2 − (A3)2 = (A, A) (1.2)

dapat disebut kuadrat panjang vektor. Dengan vektor kontravarian kedua Bµ, kita

memiliki invariansi perkalian skalar

A0B0 − A1B1 − A2B2 − A3B3 = (A, B). (1.3)

Untuk memperoleh cara yang tepat bagi penulisan invariansi-invariansi demikian

kita memperkenalkan perangkat penurun sufiks. Definisikan

A0 = A0, A1 = −A1, A2 = −A2, A3 = −A3. (1.4)

Maka pernyataan pada sisi kiri (1.2) dapat ditulis sebagai AµAµ, ini dipahami bahwa

penjumlahan dilakukan meliputi empat nilai µ. Dengan notasi yang sama, kita dapat

menulis (1.3) sebagai AµBµ atau AµBµ.

Kuantitas empat Aµ yang diperkenalkan oleh (1.4) dapat ditinjau sebagai komponen

vektor. Hukum transformasi komponen vektor tersebut dalam perubahan koordinat

berbeda dengan Aµ, karena perbedaan tanda, dan vektor ini disebut vektor kovarian.

Dari dua vektor kontravarian Aµ dan Bµ kita dapat membentuk enam belas kuan-

titas AµBν. Sufiks ν, seperti seluruh sufiks Greek yang muncul dalam pekerjaan ini,

juga mengambil empat nilai 0, 1, 2, 3. Enam belas kuantitas ini membentuk kompo-

nen tensor peringkat kedua. Ini terkadang disebut perkalian luar vektor Aµ dan Bµ,

berbeda dengan perkalian skalar (1.3), yang disebut perkalian dalam.

Tensor AµBν adalah tensor khusus karena terdapat relasi khusus antar komponen-

komponennya. Tetapi kita dapat menambahkan bersama beberapa tensor yang dikon-

struksi dalam cara ini, untuk memperoleh tensor umum peringkat kedua; katakanlah

T µν = AµBν + A
′µB

′ν + A
′′µB

′′ν + ... . (1.5)

Hal penting dari tensor umum adalah transformasi koordinat komponen-komponennya

mentransformasi dalam cara yang sama sebagaimana kuantitas AµBν.

Kita dapat menurunkan salah satu dari sufiks-sufiks dalam T µν dengan menerapkan

proses penurunan tiap sufiks suku-suku sisi kanan (1.5). Jadi, kita dapat membentuk

T ν
µ atau T µ

ν . Kita dapat menurunkan kedua sufiks untuk memperoleh Tµν .
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Dalam T ν
µ kita dapat menyusun ν = µ dan memperoleh T µ

µ . Ini adalah penjumla-

han yang meliputi empat nilai µ. Penjumlahan selalu dinyatakan secara tak langsung

dibalik sebuah sufiks yang muncul dua kali dalam sebuah suku. Jadi T µ
µ adalah skalar.

Ini sama dengan T µ
µ.

Kita dapat melanjutkan proses ini dan mengalikan lebih dari dua vektor bersama-

sama, hati-hati bahwa sufiks-sufiks vektor-vektor tersebut seluruhnya berbeda. Dalam

cara ini kita dapat mengkonstruksi tensor orde lebih tinggi. Jika vektor seluruhnya

kontravarian, kita memperoleh tensor dengan seluruh sufiksnya di atas. Kita kemudian

dapat menurunkan sembarang sufiks dan memperoleh tensor umum dengan sembarang

jumlah sufiks di atas dan sembarang jumlah sufiks di bawah.

Kita dapat menyusun sufiks bawah sama dengan sufiks atas. Kemudian kita jum-

lahkan seluruh nilai sufiks ini. Sufiks menjadi boneka (dummy). Kita diberi tensor

yang memiliki dua sufiks efektif lebih sedikit dibanding sufiks awal. Proses ini disebut

konstraksi. Jadi, jika kita mulai dengan tensor peringkat keempat T µ σ
νρ , satu cara

mengkonstraksi tensor tersebut adalah dengan mengajukan σ = ρ, menghasilkan ten-

sor peringkat kedua T µ ρ
νρ , memiliki hanya enam belas komponen, muncul dari empat

nilai µ dan ν. Kita dapat mengkonstraksi lagi untuk memperoleh skalar T µ ρ
µρ , den-

gan hanya satu komponen. Pada tahapan ini kita dapat mengapresiasi keseimbangan

sufiks. Sembarang sufiks efektif terjadi dalam sebuah persamaan muncul sekali dan

hanya sekali dalam tiap-tiap suku persamaan, dan selalu di atas atau selalu di bawah.

Sufiks ini dapat diganti dengan sembarang huruf Greek lain yang tak disebut dalam

suku. Jadi T µ ρ
νρ = T µ α

να . Sebuah sufiks harus tak pernah muncul lebih dari dua kali

dalam sebuah suku.
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Sumbu Miring

Sebelum melewati formalisme relativitas umum adalah tepat untuk meninjau for-

malisme antara - relativitas khusus merujuk sumbu rektilinier miring.

Jika kita melakukan transformasi sumbu miring, tiap dxµ yang disebut dalam (1.1)

menjadi fungsi linier dxµ baru dan bentuk kuadratik (1.1) menjadi bentuk kuadratik

umum dalam dxµ baru. Kita dapat menuliskannya sebagai

gµνdxµdxν, (2.1)

dengan penjumlahan meliputi kedua µ dan ν. Koefisien gµν yang muncul di sini gayut

sistem sumbu miring. Tentunya kita mengambil gµν = gνµ, karena sembarang perbe-

daan gµν dan gνµ tidak akan nampak dalam bentuk kuadratik (2.1). Terdapat sepuluh

koefisien tak gayut gµν.

Sebuah vektor kontravarian umum memiliki komponen empat Aµ yang mentrans-

formasi seperti dxµ dalam sembarang transformasi sumbu miring. Jadi

gµνA
µAν

adalah invarian. Ini adalah kuadrat panjang vektor Aµ.

Misalkan Bµ adalah vektor kontravarian kedua; maka Aµ + λBµ adalah vektor

kontravarian lain, untuk sembarang nilai bilangan λ. Kuadrat panjangnya adalah

gµν(A
µ + λBµ)(Aν + λBν) = gµνA

µAν + λ(gµνA
µBν + gµνA

νBµ) + λ2gµνB
µBν.

4



BAB 2. SUMBU MIRING 5

Ini pasti invariansi untuk seluruh nilai λ. Ini mengikuti, suku tak gayut λ dan koefisien-

koefisien λ dan λ2 harus secara terpisah invarian. Koefisien λ adalah

gµνA
µBν + gµνA

νBµ = 2gµνA
µBν,

karena dalam suku kedua pada sisi kiri, kita dapat mempertukarkan µ dengan ν dan

kemudian menggunakan gµν = gνµ. Jadi kita menemukan, gµνA
µBν invarian. Ini

adalah perkalian skalar Aµ dan Bµ.

Misalkan g menjadi determinan gµν. Ini harus tidak lenyap; selain itu empat sumbu

tak akan menyediakan arah-arah tak gayut dalam ruang-waktu dan tak akan sesuai

sebagai sumbu-sumbu. Untuk sumbu ortogonal dari bab terdahulu, elemen-elemen

diagonal gµν adalah 1,−1,−1,−1 dan elemen-elemen tak diagonal adalah nol. Jadi

g = −1. Dengan sumbu miring g harus negatip, karena sumbu miring dapat diperoleh

dari sumbu-sumbu ortogonal dengan proses kontinu, menghasilkan g berubah secara

kontinu dan g tak dapat melaui nilai nol.

Definisikan vektor kovarian Aµ, dengan sufiks bawah, sebagai

Aµ = gµνA
ν (2.2)

Karena determinan g tidak lenyap, persamaan ini dapat disolusi untuk Aν dalam kai-

tannya dengan Aµ. Maka hasilnya menjadi

Aν = gµνAµ. (2.3)

Masing-masing gµν sama dengan kofaktor gµν terkait dalam determinan gµν, dibagi

dengan determinan itu sendiri. Ini memperkenankan gµν = gνµ.

Misalkan kita mensubstitusi Aν dalam (2.2), nilai Aν diberikan oleh (2.3). Kita

harus mengganti µ boneka dalam (2.3) dengan huruf Greek lain, katakanlah ρ, agar

supaya tidak muncul tiga µ dalam suku yang sama. Kita memperoleh

Aµ = gµνg
νρAρ.

Karena persamaan ini harus berlaku untuk sembarang kuantitas empat Aµ, kita dapat

mengambil kesimpulan

gµνg
νρ = gρ

µ, (2.4)
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dimana

gρ
µ = 1 untuk µ = ρ,

gρ
µ = 0 untuk µ 6= ρ. (2.5)

Formula (2.2) dapat digunakan untuk menurunkan sembarang sufiks atas yang

muncul dalam sebuah tensor. Dengan cara serupa, (2.3) dapat digunakan untuk

menaikkan sembarang sufiks bawah. Jika sufiks diturunkan dan dinaikkan lagi, hasil-

nya sama dengan tensor awal, pada perhitungan dari (2.4) dan (2.5). Catat, gρ
µ hanya

menghasilkan substitusi ρ untuk µ,

gρ
µA

µ = Aρ,

atau µ untuk ρ,

gρ
µAρ = Aµ.

Jika kita menerapkan aturan menaikkan sufiks µ dalam gµν , kita memperoleh

gα
ν = gαµgµν.

Ini bersesuaian dengan (2.4), jika kita melakukan perhitungan bahwa dalam gα
ν

kita dapat menulis satu sufiks di atas sufiks lain, karena simetri gµν. Lebih jauh, kita

dapat menaikkan sufiks ν dengan aturan yang sama, diperoleh

gαβ = gνβgα
ν ,

hasil yang mengikuti dengan segera dari (2.5). Aturan menaikkan dan menurunkan

sufiks berlaku untuk seluruh sufiks dalam gµν, g
µ
ν , gµν.
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Koordinat Kurvalinier

Kita sekarang menggunakan sistem koordinat kurvalinier. Kita akan berhubungan

dengan kuantitas-kuantitas yang ditempatkan pada suatu titik dalam ruang. Kuantitas

demikian dapat memiliki berbagai komponen, yang kemudian dirujuk terhadap sumbu-

sumbu pada titik tersebut. Terdapat barangkali kuantitas yang memiliki sifat yang

sama pada seluruh titik-titik ruang. Ini menjadi kuantitas medan.

Jika kita mengambil kuantitas demikian Q (atau salah satu komponennya, jika

Q memiliki beberapa komponen), kita dapat menurunkannya berkaitan dengan sem-

barang koordinat empat. Kita menulis hasilnya sebagai

∂Q

∂xµ
= Q,µ.

Sufiks bawah didahului dengan koma akan selalu menyatakan turunan dalam cara ini.

Kita meletakkan sufiks µ di bawah untuk menyeimbangkan sufiks atas µ di penyebut

pada sisi kiri. Kita dapat melihat keseimbangan sufiks tersebut dengan mencatat bahwa

perubahan Q, ketika kita berangkat dari titik xµ menuju titik berdekatan xµ + δxµ,

adalah

δQ = Q,µδxµ. (3.1)

Kita akan memiliki vektor dan tensor ditempatkan pada suatu titik, dengan berbagai

komponen merujuk sumbu-sumbu pada titik tersebut. Ketika kita mengubah sistem

koordinat kita, komponen-komponen akan berubah menurut hukum yang sama seba-

gaimana dalam bagian sebelumnya, gayut perubahan sumbu pada titik yang ditinjau.

7



BAB 3. KOORDINAT KURVALINIER 8

Kita memiliki gµν dan gµν untuk menurunkan dan menaikkan sufiks, sebagaimana se-

belumnya. Tetapi mereka bukan lagi konstanta-konstanta. Mereka berubah dari titik

ke titik. Mereka adalah kuantitas medan.

Marilah kita lihat efek perubahan khusus dalam sistem koordinat. Ambil koordinat

kurvalinier baru x
′µ, masing-masing fungsi x empat. Mereka dapat ditulis dengan lebih

tepat sebagai xµ
′

, dengan aksen tercantum pada sufiks ketimbang simbol utama.

Perlakukan variasi kecil dalam xµ, kita memperoleh kuantitas empat δxµ, yang

membentuk komponen vektor kontravarian. Merujuk sumbu baru, vektor ini memiliki

komponen

δxµ′

=
∂xµ′

∂xν
δxν = xµ′

, νδx
ν,

dengan notasi (3.1). Ini memberi hukum transformasi sembarang vektor kontravarian

Aν; katakanlah,

Aµ′

= xµ′

, νA
ν. (3.2)

Pertukarkan dua sistem sumbu dan ubah sufiks-sufiks, kita peroleh

Aλ = xλ
, µ′Aµ′

. (3.3)

Kita mengetahui dari hukum turunan parsial bahwa

∂xλ

∂xµ′

∂xµ′

∂xν
= gλ

ν ,

dengan notasi (2.5). Jadi

xλ
, µ′ . xµ′

, ν = gλ
ν . (3.4)

Ini memungkinkan kita melihat, dua persamaan (3.2) dan (3.3) konsisten, karena jika

kita mensubstitusi (3.2) ke sisi kanan (3.3), kita memperoleh

xλ
, µ′ . xµ′

, ν Aν = gλ
νAν = Aλ.

Untuk melihat bagaimana vektor kovarian Bµ bertransformasi, kita gunakan syarat

AµBµ invarian. Jadi dengan bantuan (3.3)

Aµ′

Bµ′ = AλBλ = xλ
, µ′ . Aµ′

Bλ.



BAB 3. KOORDINAT KURVALINIER 9

Hasil ini harus berlaku untuk seluruh nilai Aµ′

empat; oleh karena itu, kita dapat

menyamakan koefisien Aµ′

dan memperoleh

Bµ′ = xλ
, µ′Bλ. (3.5)

Kita sekarang dapat menggunakan formula (3.2) dan (3.5) untuk mentransfor-

masikan sembarang tensor dengan sembarang sufiks atas dan bawah. Kita harus

menggunakan koefisien-koefisien seperti xµ′

, ν untuk tiap-tiap sufiks atas dan seperti

xλ
, µ′ untuk tiap-tiap sufiks bawah dan membuat seluruh sufiks seimbang. Sebagai

contoh

T α′β′

γ′ = xα′

, λx
β′

, µxν
, γ′T λµ

ν. (3.6)

Sembarang kuantitas yang mentransformasi menurut hukum ini adalah tensor. Ini

dapat diambil sebagai definisi tensor.

Perlu dicatat, hal ini bermakna tensor menjadi simetri atau antisimetri antara

dua sufiks seperti λ dan µ, karena sifat simetri ini dipertahankan dalam perubahan

koordinat-koordinat.

Formula (3.4) dapat ditulis

xλ
, α′xβ′

, νg
α′

β′ = gλ
ν .

Ini hanya menunjukkan, gλ
ν adalah tensor. Kita juga memiliki, untuk sembarang vektor

Aµ, Bν,

gα′β′Aα′

Bβ′

= gµνA
µBν = gµνx

µ
, α′x

ν
, β′Aα′

Bβ′

.

Karena ini berlaku untuk seluruh nilai Aα′

, Bβ′

, kita dapat menyimpulkan

gα′β′ = gµνx
µ
, α′x

ν
, β′ . (3.7)

Ini menunjukkan, gµν adalah tensor. Dengan cara serupa, gµν adalah tensor. Mereka

disebut tensor fundamental.

Jika S adalah sembarang kuantitas medan skalar, S dapat ditinjau sebagai fungsi

xµ empat atau xµ′

empat. Dari hukum turunan parsial

S, µ′ = S, λx
λ
, µ′ .
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Oleh karena itu S, λ mentransformasi seperti Bλ dari persamaan (3.5) dan jadinya

turunan medan skalar adalah medan vektor kovarian.
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Non Tensor

Kita dapat memiliki kuantitas Nµ
νρ.. dengan berbagai sufiks atas dan sufiks bawah,

yang bukan tensor. Jika kuantitas ini adalah tensor, kuantitas tersebut harus mentrans-

formasi dalam perubahan sistem koordinat menurut hukum yang ditunjukkan (3.6).

Dengan sembarang hukum lain, kuantitas tersebut bukanlah tensor. Tensor memiliki

sifat, jika seluruh komponen lenyap dalam satu sistem koordinat, mereka lenyap dalam

setiap sistem koordinat. Ini tidak berlaku untuk non tensor.

Untuk non tensor, kita dapat menaikkan dan menurunkan sufiks dengan aturan

yang sama sebagaimana untuk tensor. Jadi, sebagai contoh,

gανNµ
νρ = Nµα

ρ.

Konsistensi aturan ini benar-benar tak gayut hukum transformasi sistem koordinat

yang berbeda. Dengan cara serupa, kita dapat mengkonstraksi non tensor dengan

meletakkan sufiks atas dan sufiks bawah dalam jumlah yang sama.

Kita dapat memiliki tensor dan non tensor muncul bersamaan dalam persamaan

yang sama. Aturan untuk menyeimbangkan sufiks berlaku sama untuk tensor dan non

tensor.

TEOREMA HASIL BAGI

Anggaplah Pλµν sedemikian sehingga AλPλµν adalah tensor untuk sembarang vektor

Aλ. Maka Pλµν adalah tensor.

11
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Untuk membuktikan hal ini, tulis AλPλµν = Qµν . Kita diberi tensor Qµν ; oleh

karena itu

Qβγ = Qµ′ν′xµ′

,βxν′

,γ .

Jadi

AαPαβγ = Aλ′

Pλ′µ′ν′xµ′

,βxν′

,γ .

Karena Aλ adalah vektor, kita memiliki dari (3.2),

Aλ′

= Aαxλ′

,α.

Sehingga

AαPαβγ = Aαxλ′

,αPλ′µ′ν′xµ′

,βxν′

,γ .

Persamaan ini harus berlaku untuk seluruh nilai Aα, sehingga

Pαβγ = Pλ′µ′ν′xλ′

,αxµ′

,βxν′

,γ ,

menunjukkan, bahwa Pαβγ adalah tensor. Teorema ini juga berlaku jika Pλµν diganti

oleh kuantitas dengan sembarang jumlah sufiks, dan jika beberapa sufiks berada di

atas.
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Ruang Lengkung

Kita dapat dengan mudah membayangkan ruang lengkung dua dimensi sebagai per-

mukaan terbenam dalam ruang Euklidean tiga-dimensi. Dalam cara yang sama, kita

dapat memiliki ruang lengkung empat-dimensi terbenam dalam ruang datar berdimen-

si lebih besar. Ruang lengkung demikian disebut ruang Riemann. Sebuah daerah kecil

dari ruang Riemann secara aproksimasi adalah datar. Einstein mengasumsikan, ruang

fisis berasal dari ruang Riemann ini dan dengan cara demikian meletakkan fondasi

teori gravitasinya. Berurusan dengan ruang lengkung, kita tak dapat memperkenalkan

sistem sumbu rektilinier. Kita harus menggunakan koordinat kurvalinier, sebagaimana

terkait dalam Bab 3. Keseluruhan formalisme dalam bagian tersebut dapat diterapkan

untuk ruang lengkung, karena seluruh persamaan adalah persamaan lokal yang tak di-

ganggu oleh kelengkungan. Jarak invarian ds antara titik xµ dan titik yang berdekatan

xµ + dxµ diberikan oleh

ds2 = gµνdxµdxν

seperti (2.1), ds adalah real untuk interval serupa waktu dan imajiner untuk interval

serupa ruang.

Dengan jaringan koordinat kurvalinier gµν, diberikan fungsi koordinat, menentukan

seluruh elemen jarak; sehingga mereka menentukan metrik. Mereka menentukan kedua

sistem koordinat dan kelengkungan ruang.

13
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Pergeseran Paralel

Anggaplah kita memiliki vektor Aµ yang ditempatkan pada titik P . Jika ruang

melengkung, kita tidak dapat memaknai vektor paralel pada titik Q berbeda, seba-

gaimana dapat dengan mudah kita lihat jika kita meninjau contoh ruang lengkung dua

dimensi dalam ruang Euklidean tiga dimensi. Akan tetapi, jika kita mengambil titik

P ′ dekat titik P , terdapat vektor paralel pada P ′, dengan ketidakpastian orde kedua,

perhitungan jarak dari P ke P ′ sebagai orde pertama. Jadi kita dapat memberi arti

terhadap pemindahan vektor Aµ dari P menuju P ′ dengan mempertahankan vektor

tersebut paralel terhadap dirinya sendiri dan mempertahankan panjangnya tetap.

Kita dapat memindahkan vektor secara kontinu sepanjang lintasan dengan pros-

es pergeseran paralel ini. Ambil lintasan dari P menuju Q, kita mengakhiri dengan

vektor pada Q yang paralel terhadap vektor awal pada P berkaitan dengan lintasan

ini. Tetapi, lintasan berbeda akan memberi hasil berbeda. Tak ada arti mutlak bagi

vektor paralel pada Q. Jika kita memindahkan vektor pada P dengan pergeseran par-

alel sekeliling lup tertutup, kita akan berakhiran dengan vektor pada P yang biasanya

dalam arah berbeda.

Kita dapat memperoleh persamaan untuk pergeseran paralel dari vektor dengan

menganggap ruang fisis empat-dimensi kita, dibenamkan dalam ruang datar dari orde

dimensi yang lebih tinggi; katakanlah N . Dalam ruang berdimendi-N ini, kita mem-

perkenalkan koordinat kurvalinier zn(n = 1, 2, ..., N). Koordinat ini tidak perlu menja-

14
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di ortogonal, hanya rektilinier. Antara dua titik bertetangga ini terdapat jarak invarian

ds yang diberikan oleh:

ds2 = hnmdzndzm, (6.1)

dijumlahkan untuk n, m = 1, 2, ..., N . hnm adalah konstanta, tidak seperti gµν . Kita

dapat menggunakan mereka untuk menurunkan sufiks dalam ruang berdimesi ke-N ;

sehingga

ds2 = hnmdzm,

Ruang fisis membentuk ”permukaan” empat-dimensi dalam ruang datar N dimensi.

Tiap-tiap titik xµ dalam permukaan menentukan titik tertentu yn dalam ruang N -

dimensi. Tiap-tiap koordinat yn adalah fungsi x empat; katakanlah yn(x). Persamaan

permukaan akan diberikan dengan mengeliminasi x empat dari Nyn(x). Terdapat N−4

persamaan demikian.

Dengan menurunkan yn(x) berkaitan dengan parameter xµ, kita memperoleh

∂yn(x)

∂xµ
= yn

,µ.

Untuk dua titik berdekatan dalam permukaan, dibedakan oleh δxµ, kita memperoleh

δyn = yn
,µδx

µ. (6.2)

Kuadrat jarak antara mereka adalah, dari (6.1)

δs2 = hnmδynδym = hnmyn
,µy

m
,ν δxµδxν .

Kita dapat menulisnya

δs2 = yn
,µyn,νδx

µδxν.

pada perhitungan hnm konstan. Kita juga memperoleh

δs2 = gµνδx
µδxν .

Oleh karena itu

gµν = yn
,µyn,ν. (6.3)
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Ambil vektor kontravarian Aµ dalam ruang fisis, ditempatkan pada titik x. Komponen-

komponennya Aµ seperti δxµ dalam (6.2). Mereka akan menyediakan sebuah vektor

kontravarian An dalam ruang berdimensi-N, seperti δyn dalam (6.2). Jadi

An = yn
,µA

µ. (6.4)

Vektor An ini, tentunya, terletak pada permukaan.

Sekarang geser vektor An, pertahankan vektor tersebut paralel terhadap dirinya

sendiri (yang berarti, tentunya, mempertahankan komponen-komponennya konstan),

terhadap titik berdekatan x + dx pada permukaan. Vektor tersebut tak akan lagi

terletak pada permukaan titik baru, dikarenakan kelengkungan permukaan. Tetapi

kita dapat memproyeksikan vektor tersebut terhadap permukaan, untuk memperoleh

vektor tertentu yang terletak pada permukaan.

Proses proyeksi terdiri atas pemecahan vektor menjadi dua bagian, bagian tangen-

sial dan bagian normal, dan membuang bagian normal. Jadi

An = An
tan + An

nor. (6.5)

Sekarang, jika Kµ menyatakan komponen-komponen An
tan merujuk sistem koordinat x

pada permukaan, kita memiliki, berkaitan dengan (6.4),

An
tan = Kµyn

,µ(x + dx), (6.6)

dengan koefisien yn
,µ diambil pada titik baru x + dx.

An
nor didefinisikan menjadi ortogonal terhadap setiap vektor tangensial pada titik

x + dx, dan jadinya terhadap setiap vektor seperti sisi kanan (6.6), tak peduli apapun

Kµ. Jadi

An
noryn,µ(x + dx) = 0.

Jika sekarang, kita kalikan (6.5) dengan yn,ν(x+dx), suku An
nor keluar dan kita ditinggali

dengan

Anyn,ν(x + dx) = Kµyn
,µ(x + dx)yn,ν(x + dx)

= Kµgµν(x + dx)
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dari (6.3). Jadi terhadap orde pertama dalam dx

Kν(x + dx) = An[yn,ν(x) + yn,ν,σdxσ]

= Aµyn
,µ[yn,ν + yn,ν,σdxσ]

= Aν + Aµyn
,µyn,ν,σdxσ.

Kν adalah hasil pergeseran paralel Aν terhadap titik x + dx. Kita dapat mengajukan

Kν − Aν = dAν,

sehingga dAν menyatakan perubahan Aν dalam pergeseran paralel. Maka kita memiliki

dAν = Aµyn
,µyn,ν σdxσ. (6.7)
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Simbol Christoffel

Dengan menurunkan (6.3) kita memperoleh (abaikan koma kedua dengan dua tu-

runan)

gµ,ν,σ = yn
,µσyn,ν + yn

,µyn,νσ

= yn,µσyn
,ν + yn,νσy

n
,µ, (7.1)

karena kita dapat memindahkan sufiks n secara bebas ke atas atau ke bawah, pada

perhitungan kekonstanan hmn. Pertukarkan µ dan σ dalam (7.1) kita memperoleh

gσν,µ = yn,σµy
n
,ν + yn,νµy

n
,σ. (7.2)

Pertukarkan ν dan σ dalam (7.1)

gµσ,ν = yn,µνy
n
,σ + yn,σνy

n
,µ. (7.3)

Sekarang ambil (7.1) + (7.3) − (7.2) dan bagi dengan 2. Hasilnya adalah

1

2
(gµν,σ + gµσ,ν − gνσ,µ) = yn,νσy

n
,µ. (7.4)

Ajukan

Γµνσ =
1

2
(gµν,σ + gµσ,ν − gνσ,µ). (7.5)

Ini disebut simbol Christoffel jenis pertama. Simbol ini simetri antara dua sufiks

terakhir. Simbol ini adalah non tensor. Konsekuensi sederhana (7.5) adalah

Γµνσ + Γνµσ = gµν,σ. (7.6)

18
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Kita lihat sekarang, (6.7) dapat ditulis sebagai

dAν = AµΓµνσdxσ. (7.7)

Seluruh rujukan terhadap ruang berdimensi-N sekarang lenyap, sebagaimana simbol

Christoffel mencangkup hanya metrik gµν dari ruang fisis.

Kita dapat menyimpulkan, panjang vektor tak berubah dengan pergeseran paralel.

Kita memiliki

d(gµνAµAν) = gµνAµdAν + gµνAνdAµ + AµAνg
µν

,σdxσ

= AνdAν + AµdAµ + AαAβgαβ
,σdxσ

= AνAµΓµνσdxσ + AµAνΓνµσdxσ + AαAβgαβ
,σdxσ

= AνAµgµν,σdxσ + AαAβgαβ
,σdxσ. (7.8)

Sekarang gαµ
,σgµν + gαµgµν,σ = (gαµgµν),σ = gα

ν,σ = 0. Kalikan dengan gβν, kita mem-

peroleh

gαβ
,σ = −gαµgβνgµνσ. (7.9)

Ini adalah formula bermanfaat yang memberikan turunan gαβ dalam hubungannya

dengan turunan gµν. Hal ini memperkenankan kita untuk menyimpulkan

AαAβgαβ
,σ = −AµAνgµν,σ

dan juga pernyataan (7.8) lenyap. Jadi panjang vektor adalah konstan. Secara khusus,

vektor nol (yakni, panjang vektor nol) tetap vektor nol dalam pergeseran paralel.

Kekonstanan panjang vektor juga terjadi dari alasan geometri. Ketika kita memec-

ah vektor An ke dalam bagian tangensial dan bagian normal menurut (6.5), bagian

normal infinitesimal dan tegak lurus bagian tangensial. Ini terjadi, terhadap orde per-

tama, panjang vektor seluruhnya sama dengan bagian tangensialnya.

Kekonstanan panjang sembarang vektor menghendaki kekonstanan perkalian skalar

gµνAµBν dari sembarang dua vektor A dan B. Ini dapat disimpulkan dari kekonstanan

panjang A + λB untuk sembarang nilai parameter λ.
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Seringkali bermanfaat untuk menaikkan sufiks pertama dari simbol Christoffel se-

hingga untuk membentuk

Γµ
νσ = gµλΓλνσ.

Ini kemudian disebut simbol Christoffel jenis kedua. Simbol ini simetri antara dua

sufiks bawahnya. Sebagaimana dijelaskan dalam Bab 4, penaikan ini sungguh diperke-

nankan, bahkan untuk non tensor.

Formula (7.7) dapat ditulis ulang

dAν = Γµ
νσAµdxσ. (7.10)

Ini formula standard merujuk komponen kovarian. Untuk vektor kedua Bν kita memi-

liki

d(AνB
ν) = 0

AνdBν = −BνdAν = −BνΓµ
νσAµdxσ

= −BµΓν
µσAνdxσ.

Ini harus berlaku untuk sembarang Aν , sehingga kita memperoleh

dBν = −Γν
µσBµdxσ. (7.11)

Ini formula standard pergeseran paralel merujuk komponen kontravarian.
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Geodesik

Ambil sebuah titik dengan kordinat zµ dan anggap titik tersebut bergerak sepanjang

suatu lintasan; kita kemudian memiliki zµ fungsi parameter τ . Ajukan dzµ/dτ = uµ.

Terdapat vektor uµ pada tiap-tiap titik lintasan. Anggaplah, ketika kita bergerak

sepanjang lintasan, vektor uµ berpindah dengan pergeseran paralel. Maka keseluruhan

lintasan ditentukan, jika kita diberi titik awal dan nilai awal vektor uµ. Kita harus

menggeser titik awal zµ ke zµ + uµdτ , kemudian menggeser vektor uµ menuju titik

baru ini dengan pergeseran paralel, kemudian menggeser lagi titik tersebut dalam arah

yang ditentukan oleh uµ baru, dan seterusnya. Tak hanya lintasan yang ditentukan,

tetapi juga parameter τ sepanjang lintasan itu. Lintasan yang dihasilkan dalam cara

ini disebut geodesik.

Jika vektor uµ pada awalnya vektor nol, vektor tersebut selalu tetap vektor nol

dan lintasan disebut geodesik nol. Jika vektor uµ pada awalnya serupa waktu (yakni,

uµuµ > 0), vektor tersebut selalu serupa waktu dan kita memiliki geodesik serupa

waktu. Dengan cara yang sama, jika uµ pada awalnya serupa ruang (uµuµ < 0), vektor

tersebut selalu serupa ruang dan kita memiliki geodesik serupa ruang.

Kita memperoleh persamaan geodesik dengan menerapkan (7.1) dengan Bν = uν

dan dxσ = dzσ. Jadi

duν

dτ
+ Γν

µσuµ dzσ

dτ
= 0 (8.1)

21
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atau

d2zν

dτ 2
+ Γν

µσ

dzµ

dτ

dzσ

dτ
= 0. (8.2)

Untuk geodesik serupa waktu kita dapat mengalikan uµ awal dengan sebuah faktor

untuk membuat panjangnya satu. Ini hanya memerlukan perubahan dalam skala τ .

Vektor uµ sekarang selalu memiliki panjang satuan. Vektor tersebut hanya vektor

kecepatan vµ = dzµ/ds, dan parameter τ menjadi waktu sebenarnya (proper) s.

Persamaan (8.1) menjadi

dvµ

ds
+ Γµ

νσvνvσ = 0. (8.3)

Persamaan (8.2) menjadi

d2zµ

ds2
+ Γµ

νσ

dzν

ds

dzσ

ds
= 0. (8.4)

Kita membuat asumsi fisis, garis dunia partikel yang tidak dikenai sembarang gaya,

kecuali gravitasi, adalah geodesik serupa waktu. Ini menggantikan hukum gerak per-

tama Newton. Persamaan (8.4) menentukan percepatan dan memberikan persamaan

gerak.

Kita juga membuat asumsi, lintasan berkas cahaya adalah geodesik nol. Ini diten-

tukan oleh persamaan (8.2) merujuk parameter τ sepanjang lintasan. Waktu proper s

tak dapat digunakan sekarang karena ds lenyap.
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Sifat Stasioner Geodesik

Sebuah geodesik yang bukan geodesik nol memiliki sifat bahwa
∫

ds, yang diambil

sepanjang sebagian lintasan dengan titik-titik ujung P dan Q, adalah stasioner jika

kita membuat variasi kecil lintasan dengan mempertahankan titik ujung tetap.

Mari kita anggap tiap-tiap titik lintasan, dengan koordinat zµ, digeser sehingga

koordinatnya menjadi zµ + δzµ. Jika dxµ menyatakan elemen sepanjang lintasan,

ds2 = gµνdxµdxν .

Jadi

dsδ(ds) = dxµdxνδgµν + gµνdxµδdxν + gµνdxνδdxµ

= dxµdxνgµν,λδx
λ + 2gµλdxµδdxλ.

Sekarang

δdxλ = dδxλ.

Jadi, dengan bantuan dxµ = vµds,

δ(ds) =

(

1

2
gµν,λv

µvνδxλ + gµλv
µ dδxλ

ds

)

ds.

Oleh karena itu

δ

∫

ds =

∫

δ(ds) =

∫
[

1

2
gµν,λv

µvνδxλ + gµλv
µ dδxλ

ds

]

ds.

23
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Dengan integrasi parsial, gunakan syarat bahwa δxλ = 0 pada titik-titik ujung P dan

Q, kita memperoleh

δ

∫

ds =

∫
[

1

2
gµν,λv

µvν − d

ds
(gµλv

µ)

]

δxλds. (9.1)

Syarat hal ini lenyap, dengan sembarang δxλ adalah

d

ds
(gµλv

µ) − 1

2
gµν,λv

µvν = 0. (9.2)

Sekarang

d

ds
(gµλv

µ) = gµλ
dvµ

ds
+ gµλ,νv

µvν

= gµλ
dvµ

ds
+

1

2
(gλµ,ν + gλν,µ)v

µvν.

Jadi syarat (9.2) menjadi

gµλ
dvµ

ds
+ Γλµνv

µvν = 0.

Kalikan persamaan di atas dengan gλσ, diperoleh

dvσ

ds
+ Γσ

µνv
µvν = 0,

yang merupakan syarat (8.3) menjadi geodesik.

Pekerjaan ini menunjukkan, untuk geodesik, (9.1) lenyap dan
∫

ds stasioner. Ke-

balikannya, jika kita mengasumsikan
∫

ds stasioner, kita dapat menyimpulkan bahwa

lintasan adalah geodesik. Jadi, kita dapat menggunakan syarat stasioner sebagai defin-

isi geodesik, kecuali dalam hal geodesik nol.



Bab 10

Turunan Kovarian

Misalkan S adalah medan skalar. Turunan S,ν adalah vektor kovarian, sebagaimana

kita lihat dalam Bab 3. Sekarang misalkan Aµ menjadi medan vektor. Apakah turunan

Aµ,ν adalah tensor ?

Kita harus menguji bagimana Aµ,ν mentransformasi dalam suatu perubahan sistem

koordinat. Dengan notasi dalam Bab 3, Aµ mentransformasi

Aµ′ = Aρx
ρ
,µ′

seperti persamaan (3.5), dan oleh karena itu

Aµ′,ν′ = (Aρx
ρ
,µ′),ν′ = Aρ,σxσ

,ν′x
ρ
,µ′ + Aρx

ρ
,µ′ν′.

Suku terakhir seharusnya tidak berada di sini jika kita memiliki hukum transformasi

yang benar untuk tensor. Jadi Aµ,ν adalah non tensor.

Kita dapat, bagaimanapun, memodifikasi proses diferensiasi untuk memperoleh ten-

sor. Marilah kita ambil vektor Aµ pada titik x dan geser vektor pada titik tersebut

menuju x + dx dengan pergeseran paralel. Ini masih merupakan vektor. Kita dapat

mengurangkannya dari vektor Aµ pada x + dx dan selisihnya akan menjadi vektor.

Vektor ini, terhadap orde pertama

Aµ(x + dx) − [Aµ(x) + Γα
µνAαdxν] = (Aµ,ν − Γα

µνAα)dxν.

25
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Kuantitas ini adalah vektor untuk sembarang vektor dxν ; oleh karena itu, dengan

teorema hasil bagi dari Bab 4, koefisien

Aµ,ν − Γα
µνAα

adalah tensor. Kita dapat dengan mudah membuktikan secara langsung, tensor ini

mentransformasi secara benar dalam suatu perubahan sistem koordinat.

Ini disebut turunan kovarian dari Aµ dan ditulis

Aµ:ν = Aµ,ν − Γα
µνAα. (10.1)

Tanda : sebelum sufiks bawah akan selalu menyatakan turunan kovarian, sebagaimana

koma menyatakan turunan biasa.

Misalkan Bν menjadi vektor kedua. Kita mendefinisikan perkalian luar AµBν untuk

memperoleh turunan kovarian

(AµBν):σ = Aµ:σBν + AµBν:σ. (10.2)

Nyatanya ini adalah tensor dengan tiga sufiks. Tensor ini memiliki nilai

(AµBν):σ = (Aµ,σ − Γα
µσAα)Bν + Aµ(Bν,σ − Γα

νσBα)

= (AµBν),σ − Γα
µσAαBν − Γα

νσAµBα.

Misalkan Tµν menjadi tensor dengan dua sufiks. Tensor ini dapat dinyatakan seba-

gai jumlah suku-suku seperti AµBν, sehingga turunan kovariannya adalah

Tµν:σ = Tµν,σ − Γα
µσTαν − Γα

νσTµα. (10.3)

Aturan ini dapat diperluas terhadap turunan kovarian dari tensor Yµν... dengan sem-

barang jumlah sufiks di bawah:

Yµν...:σ = Yµν... ,σ − sebuah suku Γ untuk tiap-tiap sufiks. (10.4)

Dalam tiap-tiap suku Γ ini kita harus membuat keseimbangan sufiks, yang cukup untuk

menetapkan bagaimana sufiks berjalan.
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Kasus sebuah skalar dicangkup dalam formula umum (10.4) dengan jumlah sufiks

dalam Y nol.

Y:σ = Y,σ. (10.5)

Marilah kita menerapkan (10.3) terhadap tensor fundamental gµν. Ini memberi

gµν:σ = gµν,σ − Γα
µσgαν − Γα

νσgµα

= gµν,σ − Γνµσ − Γµνσ = 0

dari (7.6). Jadi gµν terhitung sebagai konstanta dalam turunan kovarian.

Formula (10.2) adalah aturan biasa yang kita gunakan untuk menurunkan sebuah

perkalian. Kita mengasumsikan aturan biasa ini berlaku juga untuk turunan kovarian

dari perkalian skalar dua vektor. Jadi

(AµBµ):σ = Aµ
:σBµ + AµBµ:σ.

Kita memperoleh, menurut (10.5) dan (10.1),

(AµBµ),σ = Aµ
:σBµ + Aµ(Bµ,σ − Γα

µσBα);

dan oleh karena itu

Aµ
,σBµ = Aµ

:σBµ − AαΓµ
ασBµ. (10.6)

Karena ini berlaku untuk sembarang Bµ, kita memperoleh

Aµ
:σ = Aµ

,σ + Γµ
ασAα, (10.7)

adalah formula dasar turunan kovarian dari vektor kontravarian. Simbol Christoffel

yang sama terjadi sebagaimana dalam formula dasar (10.1) untuk vektor kovarian,

tetapi sekarang terdapat tanda +. Susunan sufiks secara lengkap ditentukan dengan

persyaratan keseimbangan.

Kita dapat memperluas formalisme untuk mencangkup turunan kovarian dari sem-

barang tensor dengan sembarang jumlah sufiks atas dan bawah. Suku Γ muncul untuk

tiap-tiap sufiks, dengan tanda + jika sufiks di atas dan tanda − jika sufiks di bawah.

Jika kita mengkonstraksi dua sufiks dalam tensor, suku Γ terkait menghilang.
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Formula turunan kovarian dari perkalian,

(XY ):σ = X:σY + XY:σ, (10.8)

sungguh berlaku umum, dengan X dan Y sembarang jenis kuantitas tensor. Pada

perhitungan gµν terhitung sebagai konstanta, kita dapat menggeser sufiks ke atas atau

ke bawah sebelum diferensiasi kovarian dan hasilnya sama, jika kita menggeser sufiks

ke atas atau ke bawah setelah diferensiasi kovarian.

Turunan kovarian non tensor tak memiliki arti.

Hukum-hukum fisika harus benar dalam seluruh sistem koordinat. Mereka harus

dapat dinyatakan sebagai persamaan tensor. Kapan pun mereka mencangkup turunan

kuantitas medan, ini pasti turunan kovarian. Persamaan medan dalam fisika harus

ditulis ulang dengan turunan biasa diganti dengan turunan kovarian. Sebagai contoh,

persamaan d’Alembert 2V = 0 untuk V skalar menjadi, dalam bentuk kovarian

gµνV:µ:ν = 0.

Ini memberi, dari (10.1) dan (10.5),

gµν(V,µν − Γα
µνV,α) = 0. (10.9)

Bahkan jika kita bekerja dengan ruang datar (yang berarti mengabaikan medan

gravitasi) dan kita gunakan koordinat kurvalinier, kita harus menulis salah satu per-

samaan dalam bentuk turunan kovarian, jika kita ingin persamaan-persamaan tersebut

berlaku dalam seluruh sistem koordinat.
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Tensor Kelengkungan

Dengan hukum perkalian (10.8) kita melihat, turunan kovarian sangat mirip dengan

turunan biasa. Terdapat sifat penting dari turunan biasa, yakni jika kita melakukan

dua diferensiasi berturut-turut, urutan diferensiasi tak menjadi persoalan, yang tidak,

secara umum, berlaku untuk turunan kovarian.

Marilah pertama-tama kita tinjau medan skalar S. Kita memiliki dari formula

(10.1),

S:µ:ν = S:µ,ν − Γα
µνS:α

= S,µν − Γα
µνS,α. (11.1)

Ini adalah simetri antara µ dan ν, sehingga dalam hal ini urutan turunan kovarian tak

jadi persoalan.

Sekarang mari kita ambil sebuah vektor Aν dan terapkan dua diferensiasi kovarian

terhadapnya. Dari formula (10.3) dengan Aν:ρ untuk Tνρ kita memperoleh

Aν:ρ:σ = Aν:ρ,σ − Γα
νσAα:ρ − Γα

ρσAν:α

= (Aν,ρ − Γα
νρAα),σ − Γα

νσ(Aα,ρ − Γβ
αρAβ) − Γα

ρσ(Aν,α − Γβ
ναAβ)

= Aν,ρ,σ − Γα
νρAα,σ − Γα

νσAα,ρ − Γα
ρσAν,α − Aβ(Γβ

νρ,σ − Γα
νσΓ

β
αρ − Γα

ρσΓβ
να).

Pertukarkan ρ dan σ disini dan kurangkan dari pernyataan sebelumnya. Hasilnya

adalah

Aν:ρ:σ − Aν:σ:ρ = AβRβ
νρσ, (11.2)
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dimana

Rβ
νρσ = Γβ

νσ,ρ − Γβ
νρ,σ + Γα

νσΓβ
αρ − Γα

νρΓ
β
ασ. (11.3)

Sisi kiri (11.2) adalah tensor. Ini menyusul bahwa sisi kanan (11.2) adalah tensor.

Hal ini berlaku untuk sembarang vektor Aβ; yakni, dengan teorema hasil bagi dalam

Bab 4, Rβ
νρσ adalah tensor. Tensor ini disebut tensor Riemann-Christoffel atau tensor

kelengkungan.

Tensor tersebut memiliki sifat nyata

Rβ
νρσ = −Rβ

νσρ. (11.4)

Juga, kita dengan mudah melihat dari (11.3) bahwa

Rβ
νρσ + Rβ

ρσν + Rβ
σνρ = 0. (11.5)

Marilah kita menurunkan sufiks β dan mengajukan sufiks tersebut sebagai sufiks

pertama. Kita memperoleh

Rµνρσ = gµβRβ
νρσ = gµβΓβ

νσ,ρ + Γα
νσΓµαρ − 〈ρσ〉,

dimana simbol 〈ρσ〉 digunakan untuk menyatakan suku sebelumnya dengan ρ dan σ

dipertukarkan. Jadi

Rµνρσ = Γµνσ,ρ − gµβ,ρΓ
β
νσ + ΓµβρΓ

β
νσ − 〈ρσ〉

= Γµνσ,ρ − ΓβµρΓ
β
νσ − 〈ρσ〉,

dari (7.6). Sehingga dari (7.5)

Rµνρσ =
1

2
(gµσ,νρ − gνσ,µρ − gµρ,νσ + gνρ,µσ) + ΓβµσΓβ

νρ − ΓβµρΓ
β
νσ. (11.6)

Beberapa simetri lanjut sekarang menunjukkan; katakanlah,

Rµνρσ = −Rνµρσ (11.7)

dan

Rµνρσ = Rρσµν = Rσρνµ. (11.8)

Hasil seluruh simetri ini adalah, dari 256 komponen Rµνρσ , hanya 20 komponen yang

tak gayut.
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Syarat Ruang Datar

Jika ruang adalah datar, kita dapat memilih sistem koordinat yang rektilinier, dan

kemudian gµν konstan. Tensor Rµνρσ kemudian lenyap.

Kebalikannya, jika Rµνρσ lenyap, kita dapat membuktikan bahwa ruang adalah

datar. Mari kita ambil vektor Aµ yang ditempatkan pada titik x dan menggesernya

dengan pergeseran paralel ke titik x + dx. Kemudian geser vektor tersebut dengan

pergeseran paralel menuju titik x+dx+δx. Jika Rµνρσ lenyap, hasil pergeseran terhadap

vektor Aµ harus sama sebagaimana jika kita pertama-tama menggeser vektor tersebut,

dari x menuju x + δx, kemudian menuju x + δx + dx. Jadi kita dapat menggeser

vektor menuju titik terpisah dan hasil yang kita peroleh tak gayut lintasan terhadap

titik terpisah tersebut. Oleh karena itu, jika kita menggeser vektor awal Aµ pada x

menuju seluruh titik dengan pergeseran paralel, kita memperoleh medan vektor yang

memenuhi Aµ:ν = 0, atau

Aµ,ν = Γσ
µνAσ. (12.1)

Dapatkah medan vektor tersebut menjadi gradien skalar ? Marilah kita ajukan

Aµ = S,µ dalam (12.1). Kita memperoleh

S,µν = Γσ
µνS,σ. (12.2)

Pada perhitungan simetri Γσ
µν dalam sufiks bawah, kita memiliki nilai yang sama untuk

S,µν sebagaimana S,νµ dan persamaan (12.2) integrabel.
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Marilah kita ambil empat skalar tak gayut yang memenuhi (12.2) dan misalkan kita

mengambil skalar-skalar tersebut menjadi koordinat-koordinat xα′

dari sistem koordi-

nat baru. Maka

xα′

,µν = Γσ
µνx

α′

,σ .

Menurut hukum transformasi (3.7),

gµλ = gα′β′xα′

,µxβ′

,λ .

Diferensiasikan persamaan ini berhubungan dengan xν , kita memperoleh

gµλ,ν − gα′β′,νx
α′

,µxβ′

,λ = gα′β′(xα′

,µνx
β′

,λ + xα′

,µxβ′

,λν)

= gα′β′(Γσ
µνx

α′

,σxβ′

,λ + xα′

,µΓσ
λνx

β′

,σ)

= gσλΓ
σ
µν + gµσΓσ

λν = Γλµν + Γµλν = gµλ,ν

dari (7.6). Jadi

gα′β′,ν′xα′

,µxβ′

,λ = 0.

Ini menyusul bahwa gα′β′,ν = 0. Merujuk pada sistem koordinat baru, tensor funda-

mental adalah konstan. Jadi, kita memiliki ruang datar merujuk koordinat rektilinier.
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Relasi Bianci

Untuk berurusan dengan turunan kovarian kedua dari sebuah tensor, ambil pertama-

tama kasus dimana tensor adalah perkalian luar dari dua vektor AµBτ . Kita memiliki

(AµBτ ):ρ:σ = (Aµ:ρBτ + AµBτ :ρ):σ

= Aµ:ρ:σBτ + Aµ:ρBτ :σ + Aµ:σBτ :ρ + AµBτ :ρ:σ.

Sekarang pertukarkan ρ dan σ dan kurangkan. Kita memperoleh dari (11.2)

(AµBτ ):ρ:σ − (AµBτ ):σ:τ = AαRα
µρσ + TµαRα

τρσ.

Sebuah tensor umum Tµτ dapat dinyatakan sebagai penjumlahan suku-suku seperti

AµBτ , sehingga hal ini harus memenuhi

Tµτ :ρ:σ − Tµτ :σ:ρ = TατR
α
µρσ + TµαRα

τρσ. (13.1)

Sekarang ambil Tµτ menjadi turunan kovarian vektor Aµ:τ . Kita memperoleh

Aµ:τ :ρ:σ − Aµ:τ :σ:ρ = Aα:τR
α
µρσ + Aµ:αRα

τρσ.

Dalam formula ini lakukan permutasi siklik τ, ρ, σ dan tambahkan tiga persamaan yang

berlaku. Sisi sebelah kiri memberi

Aµ:ρ:σ:τ − Aµ:σ:ρ:τ + permutasi siklik = (AαRα
µρσ):τ + permutasi siklik

= Aα:τR
α
µρσ + AαRα

µρσ:τ + permutasi siklik
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(13.2)

Sisi kanan memberi

Aα:τR
α
µρσ + permutasi siklik. (13.3)

sebagai suku sisa yang hilang dari (11.5). Suku pertama (13.2) saling menghapus

dengan (13.3) dan kita ditinggali dengan

AαRα
µρσ:τ + permutasi siklik = 0.

Faktor Aα terjadi di seluruh persamaan ini dan dapat dihilangkan. Kita ditinggali

dengan

Rα
µρσ:τ + Rα

µστ :ρ + Rα
µτρ:σ = 0. (13.4)

Tensor kelengkungan memenuhi persamaan diferensial ini sebaik seluruh relasi

simetri dalam Bab 11. Mereka dikenal sebagai relasi Bianci.
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Tensor Ricci

Marilah kita mengkonstraksi dua sufiks dalam Rµνρσ . Jika kita mengambil dua

sufiks berkaitan dengan sufiks antisimetri, kita memperoleh nol, tentunya. Jika kita

mengambil sembarang sufiks lain kita peroleh hasil yang sama, terpisah dari tanda,

dikarenakan simetri (11.4), (11.7), dan (11.8). Marilah kita mengambil yang pertama

dan terakhir dan mengajukan

Rµ
νρµ = Rνρ.

Ini disebut tensor Ricci.

Dengan mengalikan (11.8) dengan gµσ kita memperoleh

Rνρ = Rρν . (14.1)

Tensor Ricci adalah simetri.

Kita dapat mengkonstraksi lagi dan membentuk

gνρRνρ = Rν
ν = R,

katakanlah. R adalah skalar dan disebut kelengkungan skalar atau kelengkungan total.

Ini didefinisikan dalam cara demikian sehingga R bernilai positip untuk permukaan

bola dalam tiga dimensi, sebagaimana dapat kita periksa dengan perhitungan langsung.

Relasi Bianchi (13.4) mencangkup lima sufiks. Misalkan kita mengkonstraksi sufiks

tersebut dua kali dan memperoleh relasi dengan satu sufiks non boneka. Ajukan τ = α
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dan kalikan dengan gµρ. Hasilnya adalah

gµρ(Rα
µρσ:α + Rα

µσα:ρ + Rα
µαρ:σ) = 0

atau

(gµρRα
µρσ):α + (gµρRα

µσα):ρ + (gµρRα
µαρ):σ = 0. (14.2)

Sekarang

gµρRα
µρσ = gµρgαβRβµρσ = gµρgαβRµβσρ = gαβRβσ = Rα

σ .

Kita dapat menulis Rα
σ dengan sufiks-sufiks, satu sufiks di atas sufiks lain pada perhi-

tungan Rασ menjadi simetri. Persamaan (14.2) sekarang menjadi

Rα
σ:α + (gµρRµσ):ρ − R:σ = 0

atau

2Rα
σ:α − R:σ = 0,

adalah relasi Bianci untuk tensor Ricci. Jika kita menaikkan sufiks σ, kita memperoleh

(Rσα − 1

2
gσαR):α = 0. (14.3)

Pernyataan eksplisit untuk tensor Ricci adalah, dari (11.3)

Rµν = Γα
µα,ν − Γα

µν,α − Γα
µνΓ

β
αβ + Γα

µβΓβ
να. (14.4)

Suku pertama di sini tidak muncul menjadi simetri dalam µ dan ν, meskipun tiga suku

lain dengan nyata muncul. Untuk mengukuhkan bahwa suku pertama adalah sungguh

simetri kita memerlukan sedikit kalkulasi.

Untuk mendiferensiasi determinan g kita harus mendiferensiasi tiap-tiap elemen gλµ

di dalamnya dan kemudian mengalikan dengan kofaktor ggλµ. Jadi

g,ν = ggλµgλµ,ν . (14.5)

Oleh karena itu

Γµ
νµ = gλµΓλνµ

=
1

2
gλµ(gλν,µ + gλµ,ν − gµν,λ)

=
1

2
gλµgλµ,ν =

1

2
g−1g,ν =

1

2
(log g),ν. (14.6)

Ini membuat nyata, suku pertama (14.4) adalah simetri.
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Hukum Gravitasi Einstein

Hingga saat ini pekerjaan kita seluruhnya adalah matematika murni (terpisah dari

asumsi fisis bahwasannya lintasan partikel adalah geodesik). Ini telah dilakukan uta-

manya pada abad yang lalu dan diterapkan ke ruang lengkung dalam sembarang jumlah

dimensi. Tempat dimana jumlah dimensi akan muncul dalam formalisme adalah dalam

persamaan

gµ
µ = jumlah dimensi.

Einstein membuat asumsi, dalam ruang kosong

Rµν = 0. (15.1)

Relasi ini memenuhi hukum gravitasinya. ”Kosong” disini berarti tak ada materi

yang hadir dan tak ada medan fisis kecuali medan gravitasi. Medan gravitasi tidak

mengganggu kekosongan. Medan yang lain mengganggu kekosongan. Syarat ruang

kosong berlaku dalam aproksimasi yang baik untuk ruang antar planet dalam sistem

matahari dan persamaan (15.1) berlaku di sana.

Ruang datar dengan nyata memenuhi (15.1). Geodesik adalah garis lurus, sehingga

partikel bergerak sepanjang garis lurus. Dimana ruang tidak datar, hukum Einstein

mengajukan pembatasan pada kelengkungan. Dikombinasi dengan asumsi, planet-

planet bergerak sepanjang geodesik, ini memberi informasi tentang gerak mereka.

Pada pandangan pertama hukum gravitasi Einstein tidak nampak seperti hukum
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gravitasi Newton. Untuk melihat keserupaannya, kita harus melihat gµν sebagai poten-

sial yang menggambarkan medan gravitasi. Terdapat sepuluh darinya, sebagai ganti

hanya satu potensial dari teori Newton. Mereka menggambarkan tak hanya medan

gravitasi, tetapi juga sistem koordinat. Medan gravitasi dan sistem koordinat tercam-

pur padu dalam teori Einstein, dan kita tak dapat mendeskripsikan salah satu tanpa

yang lain.

Amati gµν sebagai potensial, kita menemukan bahwa (15.1) muncul sebagai per-

samaan medan. Mereka seperti persamaan medan biasa dalam orde kedua, karena

turunan kedua muncul dalam (14.4), sebagaimana simbol Christoffel mencangkup tu-

runan pertama. Mereka tak seperti persamaan medan biasa yakni mereka tak linier;

jauh dari itu. Ketaklinieran berarti, persamaan-persamaan adalah kompleks dan rumit

untuk diperoleh solusi akurat.
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Aproksimasi Newtonian

Marilah kita tinjau medan gravitasi statik dan merujuk medan gravitasi statik

tersebut terhadap sistem koordinat statik. gµν kemudian konstan terhadap waktu,

gµν,0 = 0. Lebih jauh, kita harus memiliki

gm0 = 0, (m = 1, 2, 3).,

Ini menuju

gm0 = 0, g00 = (g00)
−1,

dan gmn adalah matriks resiprok terhadap gmn. Sufiks roman seperti m dan n selalu

mengambil nilai 1, 2, 3. Kita menemukan bahwa Γm0n = 0, dan oleh karena itu juga

Γm
0n = 0.

Misalkan kita mengambil sebuah partikel yang bergerak lambat, dibanding ke-

cepatan cahaya. Maka vm adalah kuantitas kecil, orde pertama. Dengan mengabaikan

kuantitas orde kedua,

g00v
02

= 1. (16.1)

Partikel akan bergerak sepanjang geodesik. Dengan mengabaikan kuantitas orde

kedua, persamaan (8.3) menghasilkan

dvm

ds
= −Γm

00v
02

= −gmnΓn00v
02

=
1

2
gmng00,nv02

.
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Sekarang

dvm

ds
=

dvm

dxµ

dxµ

ds
=

dvm

dx0
v0

terhadap orde pertama. Jadi

dvm

dx0
=

1

2
gmng00,nv0 = gmn(g

1/2

00 ),n (16.2)

dengan bantuan (16.1). Karena gµν tak gayut x0, kita dapat menurunkan sufiks m

disini dan memperoleh

dvm

dx0
= (g

1/2

00 ),m. (16.3)

Kita melihat, seakan-akan partikel bergerak dalam pengaruh potensial g
1/2

00 . Kita

tidak menggunakan hukum Einstein untuk memperoleh hasil ini. Kita sekarang meng-

gunakan hukum Einstein untuk memperoleh syarat bagi potensial, sehingga itu dapat

dibandingkan dengan hukum Newton.

Misalkan kita anggap medan gravitasi lemah, sehingga kelengkungan ruang adalah

kecil. Maka kita dapat memilih sistem koordinat kita sehingga kelengkungan garis

koordinat (masing-masing dengan tiga konstanta x) adalah kecil. Dalam syarat ini gµν

secara aproksimasi konstan, dan gµν,σ dan seluruh simbol Christoffel adalah kecil. Jika

kita menghitung mereka dari orde pertama dan mengabaikan kuantitas orde kedua,

hukum Einstein (15.1) menjadi, dari (14.4)

Γα
µα,ν − Γα

µν,α = 0.

Kita dapat mengevaluasi hal ini sangat tepat dengan mengkonstraksi (11.6) dengan ρ

dan µ dipertukarkan dan abaikan suku-suku orde kedua. Hasilnya adalah

gρσ(gρσ,µν − gνσ,µρ − gµρ,νσ + gµν,ρσ) = 0. (16.4)

Sekarang ambil µ = ν = 0 dan gunakan syarat, gµν tak gayut x0. Kita memperoleh

gmng00,mn = 0. (16.5)

Persamaan d’Alembert (10.9) menjadi, dalam aproksimasi medan lemah,

gµνV,µν = 0.
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Dalam kasus statik persamaan ini mereduksi ke persamaan Laplace

gmnV,mn = 0.

Persamaan (16.5) hanya mengatakan pada kita, g00 memenuhi persamaan Laplace.

Kita dapat memilih satuan waktu kita sehingga g00 secara aproksimasi adalah sat-

uan. Kemudian kita dapat mengajukan

g00 = 1 + 2V, (16.6)

dengan V kecil. Kita memperoleh g
1/2

00 = 1+V dan V menjadi potensial. Ini memenuhi

persamaan Laplace, sehingga V ini dapat diidentifikasi dengan potensial Newtonian,

sama dengan −m/r untuk massa m pada titik asal. Untuk memeriksa tanda, kita lihat

(16.2) menuju

percepatan = −grad V,

karena gmn memiliki elemen diagonal secara aproksimasi −1.

Kita melihat, hukum gravitasi Einstein menuju hukum gravitasi Newton ketika

medan lemah dan ketika medan statik. Sukses teori Newton dalam penjelasan gerak

planet-planet dapat jadinya dipertahankan. Aproksimasi statik adalah sesuatu yang

bagus karena kecepatan planet-planet adalah kecil dibanding dengan kecepatan cahaya.

Aproksimasi medan lemah adalah aproksimasi yang bagus karena ruang sangat dekat

datar. Marilah kita tinjau beberapa orde besarnya.

Nilai 2V pada permukaan bumi menjadi orde 10−9. Jadi g00 yang diberikan oleh

(16.6) sangat dekat dengan 1. Bahkan, perbedaannya dari 1 cukup besar untuk meng-

hasilkan efek gravitasi yang penting yang kita lihat di bumi. Ambil jari-jari bumi

berorde 109 cm, kita menemukan bahwa g00,m berorde 10−18cm−1. Keberangkatan dari

kedataran jadinya secara ekstrim kecil. Akan tetapi, ini harus dikalikan dengan kuadrat

kecepatan cahaya, katakanlah 9×1020(cm/sec)2, untuk memberikan percepatan dikare-

nakan gravitasi pada permukaan bumi. Jadi percepatan ini, sekitar 103 cm/sec2, cukup

layak, meskipun keberangkatan dari kedataran jauh begitu kecil untuk diamati secara

langsung.
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Pergeseran Merah Gravitasi

Marilah kita mengambil lagi medan gravitasi statik dan meninjau sebuah atom

dalam keadaan diam, memancarkan radiasi monokromatik. Panjang gelombang cahaya

terkait dengan ∆s tertentu. Karena atom dalam keadaan diam, kita memiliki, untuk

sistem koordinat statik sebagaimana dalam Bab 16,

∆s2 = g00∆x02

,

dimana ∆x0 adalah periode, yakni, waktu antara puncak-puncak gelombang berurutan

merujuk pada sistem koordinat statik kita.

Jika cahaya menjalar ke tempat lain, ∆x0 akan tetap konstan. ∆x0 ini tak akan

menjadi sama sebagaimana periode garis spektral yang sama diemisikan atom lokal,

yang akan menjadi ∆s lagi. Periode gayut potensial gravitasi g00 di tempat cahaya

diemisikan:

∆x0 :: g
−1/2

00 .

Garis spektral akan digeser dengan faktor g
−1/2

00 ini.

Jika kita menggunakan aproksimasi Newtonian (16.6), kita memperoleh

∆x0 :: 1 − V.

V akan menjadi negatip di tempat medan gravitasi kuat, seperti permukaan matahari,

sehingga cahaya yang diemisikan bergeser merah ketika dibandingkan dengan cahaya
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terkait yang diemisikan di bumi. Efek ini dapat diamati dengan cahaya matahari, tetapi

agaknya tertutupi oleh efek fisis lain, semisal efek Doppler yang muncul dari gerak

atom beremisi. Efek pergeseran merah menjadi lebih baik diamati dengan cahaya yang

diemisikan bintang katai putih (white dwarf star), dimana kerapatan materi yang tinggi

dalam bintang menaikkan potensial gravitasi yang sangat kuat pada permukaannya.
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Solusi Schwarzschild

Persamaan Einstein untuk ruang kosong adalah persamaan tak linier, karena itu

sangat kompleks, dan sulit diperoleh solusi akurat persamaan tersebut. Terdapat,

bagaimanapun, satu kasus khusus yang dapat disolusi tanpa terlalu banyak kesulitan;

disebut, medan simetri bola statik yang dihasilkan oleh benda simetri bola dalam

keadaan diam.

Syarat statik berarti, dengan sistem koordinat statik, gµν tak gayut waktu x0 atau

t dan juga g0m = 0. Koordinat ruang dapat diambil menjadi koordinat kutub bola

x1 = r, x2 = θ, x3 = φ. Bentuk paling umum ds2 yang sesuai dengan simetri bola

adalah

ds2 = U dt2 − V dr2 − Wr2(dθ2 + sin2 θ dφ2),

dimana U, V , dan W hanya fungsi r. Kita dapat mengganti r dengan sembarang fungsi

r tanpa mengganggu simetri bola. Kita menggunakan kebebasan ini untuk menyeder-

hanakan segala sesuatunya sebanyak mungkin, dan susunan yang paling sesuai adalah

yang memiliki W = 1. Pernyataan untuk ds2 kemudian dapat ditulis

ds2 = e2νdt2 − e2λdr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θ dφ2, (18.1)

dengan ν dan λ hanya fungsi r. Mereka harus dipilih untuk memenuhi persamaan

Einstein.

44
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Kita dapat membaca nilai gµν dari (18.1), katakanlah,

g00 = e2ν , g11 = −e−2λ, g22 = −r2, g33 = −r2 sin2 θ,

dan

gµν = 0 untuk µ 6= ν.

Kita menemukan

g00 = e−2ν , g11 = −e−2λ, g22 = −r−2, g33 = −r−2 sin−2 θ,

dan

gµν = 0 untuk µ 6= ν.

Sekarang perlu menghitung simbol Christoffel Γσ
µν . Banyak simbol tersebut yang

lenyap. Salah satu simbol yang tidak lenyap adalah, dengan aksen yang menyatakan

turunan terkait r,

Γ1
00 = ν ′e2ν−2λ Γ0

10 = ν ′

Γ1
11 = λ′ Γ2

12 = Γ3
13 = r−1

Γ1
22 = −re−2λ Γ3

23 = cot θ

Γ1
33 = −r sin2 θ e−2λ Γ2

33 = − sin θ cos θ.

Pernyataan-pernyataan ini disubstitusi ke dalam (14.4). Hasilnya adalah

R00 =

(

−ν
′′

+ λ′ν ′ − ν
′2 − 2ν ′

r

)

e2ν−2λ, (18.2)

R11 = ν
′′ − λ′ν ′ + ν

′2 − 2λ′

r
(18.3)

R22 = (1 + rν ′ − rλ′)e−2λ − 1 (18.4)

R33 = R22 sin2 θ,

dengan komponen lain dari Rµν lenyap.

Hukum gravitasi Einstein menghendaki pernyataan-pernyataan ini lenyap. Pelenya-

pan (18.2) dan (18.3) merujuk

λ′ + ν ′ = 0.
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Untuk nilai besar r, ruang secara aproksimasi harus menjadi datar, sehingga λ dan ν

keduanya menuju nol ketika r → ∞. Ini mengikuti bahwa

λ + ν = 0.

Pelenyapan (18.4) sekarang memberikan

(1 + 2rν ′)e2ν = 1

atau

(re2ν)′ = 1.

Jadi

re2ν = r − 2m,

dimana m adalah konstanta integrasi. Ini juga membuat (18.2) dan (18.3) lenyap.

Sekarang kita peroleh

g00 = 1 − 2m

r
. (18.5)

Aproksimasi Newtonian harus berlaku untuk nilai r besar. Bandingkan (18.5) den-

gan (16.6), kita melihat konstanta integrasi m yang muncul dalam (18.5) hanya massa

pusat benda yang menghasilkan medan gravitasi.

Solusi lengkap adalah

ds2 =

(

1 − 2m

r

)

dt2 −
(

1 − 2m

r

)

−1

dr2 − r2 dθ2 − r2 sin2 θ dφ2. (18.6)

Ini dikenal sebagai solusi Schwarzschild. Solusi ini berlaku di luar permukaan benda

yang menghasilkan medan, dimana tak ada materi. Jadi, solusi ini berlaku cukup

akurat di luar permukaan bintang.

Solusi (18.6) menunjukkan koreksi kecil dalam teori Newton untuk gerak planet

mengelilingi Matahari. Koreksi ini cukup besar hanya dalam kasus Merkurius, plan-

et terdekat, dan koreksi ini menjelaskan ketaksesuaian gerak planet ini dengan teori

Newton. Jadi koreksi tersebut memberi penegasan yang kuat teori Einstein.
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Lubang Hitam

Solusi (18.6) menjadi singular pada r = 2m, karena kemudian g00 = 0 dan g11 =

−∞. Ini akan nampak, r = 2m menyatakan jari-jari minimum bagi benda bermassa

m. Tetapi penelitian lebih dekat menunjukkan, hal ini tidaklah demikian.

Tinjau sebuah partikel yang jatuh menuju pusat benda dan misalkan vektor ke-

cepatan adalah vµ = dzµ/ds. Marilah kita anggap, benda tersebut jatuh secara radial,

sehingga v2 = v3 = 0. Gerak ditentukan oleh persamaan geodesik (8.3):

dv0

ds
= −Γ0

µνv
µvν = −g00Γ0µνv

µvν

= −g00g00,1v
0v1 = −g00dg00

ds
v0.

Sekarang g00 = 1/g00, sehingga kita memperoleh

g00

dv0

ds
+

dg00

ds
v0 = 0.

Ini mengintegrasi terhadap

g00v
0 = k,

dengan konstanta k. Ini adalah nilai g00 dimana partikel mulai jatuh.

Lagi, kita memiliki

1 = gµνv
µvν = g00v

02

+ g11v
12

.

47
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Kalikan persamaan ini dengan g00 dan gunakan g00g11 = −1, yang kita peroleh dalam

bab terakhir, kita menemukan

k2 − v12

= g00 = 1 − 2m

r
.

Untuk benda jatuh v1 < 0, dan oleh karena itu

v1 = −
(

k2 − 1 +
2m

r

)1/2

Sekarang

dt

dr
=

v0

v1
= −k

(

1 − 2m

r

)

−1 (

k2 − 1 +
2m

r

)

−1/2

.

Misalkan kita anggap partikel dekat dengan jari-jari kritis, sehingga r = 2m+ε dengan

ε kecil, dan misalkan kita abaikan ε2. Maka

dt

dr
= −2m

ε
= − 2m

r − 2m
.

Ini mengintegrasi terhadap

t = −2m log(r − 2m) + konstanta.

Jadi, ketika r → 2m, t → ∞. Partikel mengambil waktu tak hingga untuk mencapai

jari-jari kritis r = 2m.

Misalkan kita anggap partikel mengemisikan cahaya dengan garis spektral tertentu,

dan teramati oleh pengamat pada nilai r besar. Cahaya digeser merah dengan faktor

g
−1/2

00 = (1 − 2m/r)−1/2. Faktor ini menjadi tak hingga ketika partikel mendekati

jari-jari kritis. Seluruh proses fisis pada partikel akan teramati menjadi lebih dan lebih

lambat ketika partikel mendekati r = 2m.

Sekarang tinjau seorang pengamat bergerak dengan partikel. Skala waktunya diukur

dengan ds. Sekarang

ds

dr
=

1

v1
= −

(

k2 − 1 +
2m

r

)

−1/2

,

dan hal ini menuju −k−1 ketika r menuju 2m. Jadi partikel mencapai r = 2m sete-

lah selang waktu proper terbatas bagi pengamat. Pengamat yang bergerak berumur

terbatas ketika ia mencapai r = 2m. Apa yang akan terjadi terhadapnya setelah itu
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? Dia dapat melanjutkan pelayaran melalui ruang kosong ke dalam nilai r yang lebih

kecil.

Untuk menguji kontinuasi solusi Schwarzschild terhadap nilai r < 2m, perlu di-

gunakan sistem koordinat tak statik, sehingga kita memiliki gµν yang berubah-ubah

dengan koordinat waktu. Kita mempertahankan koordinat θ dan φ tak berubah, tetapi

sebagai ganti t dan r kita gunakan τ dan ρ, didefinisikan dengan

τ = t + f(r), ρ = t + g(r), (19.1)

dimana fungsi f dan g adalah pada penyelesaian kita.

Kita memiliki, dengan menggunakan lagi aksen untuk menyatakan turunan berkai-

tan dengan r,

dτ 2 − 2m

r
dρ2 = (dt + f ′dr)2 − 2m

r
(dt + g′dr)2

=

(

1 − 2m

r

)

dt2 + 2

(

f ′ − 2m

r
g′

)

dtdr +

(

f ′2 − 2m

r
g′2

)

dr2

=

(

1 − 2m

r

)

dt2 −
(

1 − 2m

r

)

−1

dr2. (19.2)

jika kita memilih fungsi f dan g untuk memenuhi

f ′ =
2m

r
g′ (19.3)

dan

2m

r
g′2 − f ′2 =

(

1 − 2m

r

)

−1

. (19.4)

Eliminasi f dari persamaan-persamaan ini menghasilkan

g′ =
( r

2m

)1/2
(

1 − 2m

r

)

−1

. (19.5)

Untuk mengintegrasikan persamaan ini, ajukan r = y2 dan 2m = a2. Dengan r > 2m

kita memiliki y > a. Kita sekarang memiliki

dg

dy
= 2y

dg

dr
=

2y4

a

1

y2 − a2
,

yang menghasilkan

g =
2

3a
y3 + 2ay − a2log

y + a

y − a
. (19.6)
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Akhirnya, kita memperoleh dari (19.3) dan (19.5)

g′ − f ′ =

(

1 − 2m

r

)

g′ =
( r

2m

)1/2

,

yang mengintegrasi dengan

2

3

1√
2m

r3/2 = g − f = ρ − τ. (19.7)

Jadi

r = µ(ρ − τ)2/3, (19.8)

dengan

µ =

(

3

2

√
2m

)2/3

.

Dalam cara ini kita melihat bahwa kita dapat memenuhi syarat (19.3) dan (19.4)

dan juga kita dapat menggunakan (19.2). Substitusikan ke dalam solusi Schwarzschild

(18.6), kita memperoleh

ds2 = dτ 2 − 2m

µ(ρ − τ)2/3
dρ2 − µ2(ρ − τ)4/3(dθ2 + sin2 θdφ2). (19.9)

Nilai kritis r = 2m berkaitan, dari (19.7), hingga ρ − τ = 4m/3. Tak ada singularitas

dalam metrik (19.9).

Kita tahu, metrik (19.9) memenuhi persamaan Einstein untuk ruang kosong dalam

daerah r > 2m, karena metrik ini dapat ditransformasi ke solusi Schwarzschild dengan

perubahan koordinat belaka. Kita dapat menyimpulkan, metrik ini memenuhi per-

samaan Einstein juga untuk r ≤ 2m dari kontinuitas analitik, karena metrik ini tidak

mencangkup sembarang singularitas pada r = 2m. Ini dapat berlanjut untuk berlaku

benar sampai r = 0 atau ρ − τ = 0.

Singularitas muncul dalam hubungan antara koordinat baru dan koordinat mula-

mula, persamaan (19.1). Tetapi sekali kita mengukuhkan sistem koordinat baru kita

dapat mengabaikan sistem koordinat sebelumnya dan singularitas tak lagi muncul.

Kita melihat, solusi Schwarzschild untuk ruang kosong dapat diperluas menuju

daerah r < 2m. Tetapi daerah ini tak dapat berkomunikasi dengan ruang r > 2m.

Sembarang sinyal, bahkan sinyal cahaya, akan mengambil waktu tak hingga untuk
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melintasi batas r = 2m, sebagaimana dapat dengan mudah kita periksa. Jadi, kita tak

dapat memiliki pengetahuan observasi langsung dari daerah r < 2m. Daerah demikian

disebut lubang hitam, karena segala sesuatu dapat runtuh ke dalamnya (ambil waktu

tak hingga, dengan jam kita, untuk melakukan itu) tetapi tak ada yang dapat keluar.

Pertanyaan muncul, apakah daerah demikian dapat sungguh-sungguh ada. Seluruh

yang dapat kita katakan secara definitif adalah persamaan Einstein memperkenankan-

nya. Objek stelar masif dapat runtuh berjari-jari sangat kecil dan gaya gravitasinya

kemudian begitu kuat, sehingga tak ada gaya fisis yang dikenal dapat mempertahankan

mereka dalam pengendalian dan mencegah keruntuhan lebih lanjut. Ini akan nampak

bahwa itu harus runtuh ke dalam lubang hitam. Ini akan mengambil waktu tak hingga

untuk melakukan yang demikian dengan jam kita, tetapi hanya waktu berhingga secara

relatif menuju keruntuhan materi itu sendiri.
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Rapat Tensor

Dengan transformasi koordinat, elemen volume berdimensi empat mentransformasi

menurut hukum

dx0′dx1′dx2′dx3′ = dx0 dx1 dx2 dx3 J, (20.1)

dimana J adalah Jacobian

J =
∂(x0′x1′x2′x3′)

∂(x0x1x2x3)
= determinan dari xµ′

,α.

Kita dapat menulis (20.1)

d4x′ = J d4x (20.2)

sebagai ringkasan.

Sekarang

gαβ = xµ′

,αgµ′ν′xν′

,β.

Kita dapat memandang sisi kanan sebagai perkalian tiga matriks, matriks pertama

memiliki baris yang ditentukan dengan α dan kolom ditentukan dengan µ′, matriks ke-

dua memiliki baris yang ditentukan dengan µ′ dan kolom dengan ν ′, dan matriks ketiga

memiliki baris yang ditentukan dengan ν ′ dan kolom dengan β. Perkalian ini menya-

makan matriks gαβ pada sisi kiri. Persamaan terkait harus berlaku antar determinan;

oleh karena itu

g = J g′ J

52
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atau

g = J2g′.

Sekarang g adalah sebuah kuantitas negatip, sehingga kita dapat membentuk
√−g,

ambil nilai positip untuk akar kuadrat. Jadi

√−g = J
√

−g′. (20.3)

Anggap S adalah sebuah kuantitas medan skalar, S = S ′. Maka
∫

S
√
−g d4x =

∫

S
√

−g′ Jd4x =

∫

S ′

√

−g′ d4x′,

jika daerah integrasi untuk x′ berhubungan dengan x. Jadi
∫

S
√−g d4x = invarian. (20.4)

Kita menyebut S
√−g sebagai rapat skalar, berarti suatu kuantitas yang integralnya

invarian.

Dengan cara serupa, untuk sembarang medan tensor T µν... kita dapat menyebut

T µν...
√−g sebagai rapat tensor. Integral

∫

T µν√−g d4x

adalah tensor jika daerah asal integrasi kecil. Ini bukan tensor, jika daerah asal integrasi

tidak kecil, karena tensor ini kemudian terdiri dari penjumlahan tensor-tensor yang

ditempatkan pada titik-titik berbeda dan titik-titik tersebut tidak mentransformasi

dengan sembarang cara yang sederhana dalam transformasi koordinat.

Kuantitas
√−g akan banyak digunakan nanti. Sebagai ringkasan kita akan menulis

kuantitas tersebut secara sederhana sebagai
√

. Kita memiliki

g−1g,ν = 2
√

−1√
,ν.

Jadi formula (14.5) memberi
√

,ν =
1

2

√
gλµgλµ,ν (20.5)

dan formula (14.6) dapat ditulis

Γµ
νµ

√
=

√
,ν. (20.6)
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Teorema Gauss dan Stokes

Vektor Aµ memiliki divergensi kovarian Aµ
:µ, sebuah skalar. Kita memiliki

Aµ
:µ = Aµ

,µ + Γµ
νµA

ν = Aµ
,µ +

√
−1√

,νA
ν .

Jadi

Aµ
:µ

√
= (Aµ√),µ. (21.1)

Kita dapat mengajukan Aµ
:µ untuk S dalam (20.4), dan kita memperoleh invarian

∫

Aµ
:µ

√
d4x =

∫

(Aµ√),µd
4x.

Jika integral diambil meliputi volume berhingga (empat dimensi), sisi kanan dapat

diubah oleh teorema Gauss menjadi integral permukaan batas tiga dimensi) dari suatu

volume.

Jika Aµ
:µ = 0, kita memiliki

(Aµ√),µ = 0 (21.2)

dan relasi ini memberi kita hukum kekekalan; katakanlah, kekekalan fluida yang ker-

apatannya A0
√

dan alirannya diberikan oleh vektor tiga dimensi Am
√

(m = 1, 2, 3).

Kita dapat mengintegrasi (21.2) meliputi suatu volume V tiga dimensi terbentang pada

waktu tertentu x0. Hasilnya adalah

(
∫

A0√ d3x

)

,0

= −
∫

(Am√),md3x

= integral permukaan pada batas V.

54
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Jika tak ada arus yang melintasi batas V,
∫

A0
√

d3x adalah konstan.

Hasil ini untuk vektor Aµ tak dapat diambil menjadi suatu tensor dengan lebih dari

satu sufiks, secara umum. Ambil sebuah tensor dua sufiks Y µν . Dalam ruang datar

kita dapat menggunakan teorema Gauss untuk menyatakan
∫

Y µν
,νd

4x sebagai integral

permukaan, tetapi dalam ruang lengkung kita tak dapat, secara umum, menyatakan
∫

Y µν
:ν

√
d4x sebagai integral permukaan. Perkecualian terjadi untuk tensor antisimetri

F µν = −F νµ.

Dalam hal ini kita memiliki

F µν
:σ = F µν

,σ + Γµ
σρF

ρν + Γν
σρF

µρ,

sehingga

F µν
:ν = F µν

,ν + Γµ
νρF

ρν + Γν
νρF

µρ

= F µν
,ν +

√
−1√

,ρ F µρ

dari (20.6). Jadi

F µν
:ν

√
= (F µν√),ν. (21.3)

Oleh karena itu
∫

F µν
:ν

√
d4x = sebuah integral permukaan, dan jika F µν

:ν = 0 kita

memiliki hukum kekekalan.

Dalam hal simetri Y µν = Y νµ kita dapat memperoleh persamaan terkait dengan

suku ekstra, asalkan kita meletakkan salah satu sufiks di bawah dan berhubungan

dengan Y ν
µ :ν. Kita memiliki

Y ν
µ :σ = Y ν

µ ,σ − Γα
µσY ν

α + Γν
σαY α

µ .

Ajukan σ = ν dan gunakan (20.6), kita memperoleh

Y ν
µ :ν = Y ν

µ ,ν +
√

−1√
,αY α

µ − ΓαµνY
αν .

Karena Y αν adalah simetri, kita dapat mengganti Γαµν dalam suku terakhir dengan

1

2
(Γανµ + Γναµ) =

1

2
gαν,µ
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dari (7.6). Jadi kita memperoleh

Y ν
µ :ν

√
= (Y ν

µ

√
),ν −

1

2
gαβ,µY

αβ√. (21.4)

Untuk vektor kovarian Aµ, kita memiliki

Aµ:ν − Aν:µ = Aµ,ν − Γρ
µνAρ − (Aν,µ − Γρ

ν,µAρ) = Aµ,ν − Aν,µ. (21.5)

Hasil ini dapat dinyatakan: curl kovarian sama dengan curl biasa. Ini berlaku hanya

untuk vektor kovarian. Untuk vektor kontravarian kita tak dapat membentuk kurl,

karena sufiks-sufiks tak akan seimbang.

Misalkan kita ambil µ = 1, ν = 2. Kita memperoleh

A1:2 − A2:1 = A1,2 − A2,1.

Misalkan kita mengintegrasikan persamaan ini meliputi suatu luasan permukaan x0 =

konstanta, x3 = konstanta. Dari teorema Stokes kita peroleh

∫ ∫

(A1:2 − A2:1) dx1dx2 =

∫ ∫

(A1,2 − A2,1) dx1dx2

=

∫

(A1 dx1 + A2 dx2) (21.6)

diintegrasikan meliputi perimeter luasan. Jadi kita memperoleh integral keseluruhan

perimeter disamakan terhadap fluks yang melintasi permukaan dibatasi perimeter.

Hasil harus berlaku umum dalam seluruh sistem koordinat, tak hanya persamaan per-

mukaan, x0 = konstanta, x3 = konstanta.

Untuk memperoleh cara invarian penulisan hasil, kita memperkenalkan formula

umum untuk elemen permukaan dua dimensi. Jika kita mengambil dua vektor kon-

travarian kecil ξµ dan ζµ, elemen luas permukaan yang mereka bagi ditentukan oleh

tensor dua indeks antisimetri

dSµν = ξµζν − ξνζµ,

Jadi, jika ξµ memiliki komponen-komponen 0, dx1, 0, 0, dan ζµ memiliki komponen

0, 0, dx2, 0, maka dSµν memiliki komponen

dS12 = dx1 dx2, dS21 = −dx1 dx2,
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dengan komponen-komponen lain lenyap. Sisi sebelah kiri (21.6) menjadi

∫ ∫

Aµ:νdSµν.

Sisi kanan dengan nyata
∫

Aµdxµ, sehingga formula menjadi

1

2

∫ ∫

permukaan

(Aµ:ν − Aν:µ) dSµν =

∫

perimeter

Aµ dxµ. (21.7)
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Koordinat Harmonik

Persamaan d’Alembert untuk sebuah skalar V , katakanlah 2V = 0, memberi, dari

(10.9),

gµν(V,µν − Γα
µνV,α) = 0. (22.1)

Jika kita menggunakan sumbu rektilinier dalam ruang datar, masing-masing koordinat

empat xλ memenuhi 2xλ = 0. Kita dapat mensubstitusi xλ untuk V dalam (22.1).

Hasilnya, tentu, bukan persamaan tensor, karena xλ bukan skalar seperti V , ini juga

hanya berlaku dalam sistem koordinat tertentu. Ini menentukan pembatasan pada

koordinat.

Jika kita mensubstitusi xλ untuk V , maka untuk V,α kita harus mensubstitusi xλ
,α =

gλ
α. Persamaan (22.1) menjadi

gµνΓλ
µν = 0. (22.2)

Koordinat-koordinat yang memenuhi persyaratan ini disebut koordinat harmonik. Ko-

ordinat harmonik menghasilkan aproksimasi terdekat terhadap koordinat rektilinier

yang dapat kita miliki dalam ruang lengkung. Kita dapat menggunakan koordinat

harmonik dalam sembarang soal jika kita mengharapkannya, tetapi seringkali koordi-

nat tersebut tidaklah bermanfaat karena sesungguhnya formalisme tensor dengan ko-

ordinat umum benar-benar sesuai. Untuk membahas gelombang gravitasi, koordinat

harmonik sangat bermanfaat.
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Kita memiliki dalam koordinat umum, dari (7.9) dan (7.6),

gµν
,σ = −gµαgνβ(Γαβσ + Γβασ)

= −gνβΓµ
βσ − gµαΓν

ασ. (22.3)

Jadi, dengan bantuan (20.6),

(gµν√),σ = (−gνβΓµ
βσ − gµαΓν

ασ + gµνΓβ
σβ)

√
. (22.4)

Konstraksi dengan mengajukan σ = ν, kita memperoleh

(gµν√),ν = −gνβΓµ
βν

√
. (22.5)

Sekarang kita melihat, bentuk alternatif syarat harmonik adalah

(gµν√),ν = 0. (22.6)
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Medan Elektromagnetik

Persamaan Maxwell, sebagaimana biasa ditulis, adalah

E = −1

c

∂A

∂t
− grad φ, (23.1)

H = curl A, (23.2)

1

c

∂H

∂t
= −curl E, (23.3)

div H = 0, (23.4)

1

c

∂E

∂t
= curl H − 4πj, (23.5)

div E = 4πρ. (23.6)

Pertama-tama, kita harus mengajukan persamaan Maxwell dalam bentuk empat-dimensi

untuk relativitas khusus. Potensial A dan φ membentuk vektor-empat κµ dalam ke-

sesuaian dengan

κ0 = φ, κm = Am, (m = 1, 2, 3).

Definisikan

Fµν = κµ,ν − κν,µ. (23.7)

Maka dari (23.1)

E1 = −∂κ1

∂x0
− ∂κ0

∂x1
=

∂κ1

∂x0
− ∂κ0

∂x1
= F10 = −F 10
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dan dari (23.2)

H1 =
∂κ3

∂x2
− ∂κ2

∂x3
= −∂κ3

∂x2
+

∂κ2

∂x3
= F23 = F 23.

Jadi enam komponen tensor antisimetri Fµν menentukan kuantitas medan E dan H.

Dari definisi (23.7)

Fµν,σ + Fνσ,µ + Fσµ,ν = 0. (23.8)

Ini menghasilkan persamaan Maxwell (23.3) dan (23.4). Kita memiliki

F 0ν
,ν = F 0m

m = −F m0
m = div E = 4πρ (23.9)

dari (23.6). Lagi

F 1ν
,ν = F 10

,0 + F 12
,2 + F 13

,3 = −∂E1

∂x0
+

∂H3

∂x2
− ∂H2

∂x3

= 4πj1. (23.10)

dari (23.5). Rapat muatan ρ dan rapat arus jm membentuk vektor empat Jµ dalam

kesesuaian dengan

J0 = ρ, Jm = jm.

Jadi (23.9) dan (23.10) mengkombinasi dalam

F µν
,ν = 4πJµ. (23.11)

Dalam cara ini persamaan Maxwell diajukan dalam bentuk empat-dimensi yang diper-

lukan oleh relativitas khusus.

Untuk menuju relativitas umum kita harus menuliskan persamaan-persamaan dalam

bentuk kovarian. Pada perhitungan (21.5) kita dapat dengan segera menulis (23.7) se-

bagai

Fµν = κµ:ν − κν:µ.

Persamaan ini memberi kita definisi kovarian kuantitas medan Fµν . Lebih jauh kita

memiliki

Fµν:σ + Fµν,σ − Γα
µσFαν − Γα

νσFµα.
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Lakukan permutasi siklik µ, ν, dan σ serta tambahkan tiga persamaan yang didapat,

kita memperoleh

Fµν:σ + Fνσ:µ + Fσµ:ν = Fµν,σ + Fνσ,µ + Fσµ,ν = 0, (23.12)

dari (23.8). Sehingga dengan segera persamaan Maxwell ini berbentuk kovarian.

Akhirnya, kita harus berurusan dengan persamaan (23.11). Persamaan ini bukan

persamaan yang benar dalam relativitas umum, dan harus diganti dengan persamaan

kovarian

F µν
:ν = 4πJµ. (23.13)

Dari (21.3), yang diterapkan terhadap sembarang tensor dua sufiks antisimetri, kita

memperoleh

(F µν√),ν = 4πJµ√.

Dengan segera ini menuju ke

(Jµ√),µ = (4π)−1(F µν√),µν = 0.

Sehingga kita memiliki persamaan seperti (21.2), yang memberi kita hukum kekekalan

kelistrikan. Kekekalan kelistrikan berlaku akurat, tak terganggu kelengkungan ruang.
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Modifikasi Persamaan Einstein

dengan Kehadiran Materi

Persamaan Einstein dalam ketiadaan materi adalah

Rµν = 0. (24.1)

Persamaan tersebut menuju

R = 0;

dan oleh karena itu

Rµν − 1

2
gµνR = 0. (24.2)

Jika kita mulai dengan persamaan (24.2), dengan melakukan konstraksi kita peroleh

R − 2R = 0

dan juga kita dapat kembali ke (24.1). Kita dapat menggunakan (24.1) atau (24.2)

sebagai persamaan dasar ruang kosong.

Dalam kehadiran materi persamaan-persamaan ini harus dimodifikasi. Misalkan

kita menganggap (24.1) diubah menjadi

Rµν = Xµν (24.3)

dan (24.2) menjadi

Rµν − 1

2
gµνR = Y µν. (24.4)
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Disini Xµν dan Y µν adalah tensor dua indeks simetri yang menunjukkan kehadiran

materi.

Kita lihat sekarang, (24.4) adalah bentuk yang lebih sesuai, karena kita memiliki

relasi Bianci (14.3), yang mengatakan

(Rµν − 1

2
gµνR):ν = 0.

Oleh karena itu, (24.4) mensyaratkan

Y µν
:ν = 0. (24.5)

Sembarang tensor Y µν yang dihasilkan oleh materi harus memenuhi syarat ini; jika

tidak, persamaan (24.4) tidak akan konsisten.

Adalah sesuai untuk memasukkan koefisien −8π dan menulis ulang persamaan

(24.4) sebagai

Rµν − 1

2
gµνR = −8πY µν . (24.6)

Kita akan menemukan, tensor Y µν dengan koefisien ini ditafsirkan sebagai rapat dan

fluks energi dan momentum (non gravitasi). Y µ0 adalah rapat dan Y µν adalah fluks.

Dalam ruang datar, persamaan (24.5) akan menjadi

Y µν
,ν = 0

dan akan menghasilkan kekekalan energi dan momentum. Dalam ruang lengkung,

kekekalan energi dan momentum hanyalah aproksimasi. Kesalahan dianggap berasal

dari medan gravitasi yang bekerja terhadap materi dan memiliki dalam dirinya sendiri

energi dan momentum.
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Tensor Energi Materi

Anggaplah kita memiliki distribusi materi dengan kecepatan bervariasi secara kon-

tinu dari satu titik ke titik lain. Jika zµ menyatakan koordinat dari elemen materi, kita

dapat mengenalkan vektor kecepatan vµ = dzµ/ds, yang akan menjadi fungsi kontinu

dari x, seperti fungsi medan. Vektor kecepatan ini memiliki sifat

gµνv
µvν = 1, (25.1)

0 = (gµνv
µvν):σ = gµν(v

µvν
:σ + vµ

:σvν)

= 2gµνv
µvν

:σ.

Jadi

vνv
ν
:σ = 0. (25.2)

Kita dapat memperkenalkan medan skalar ρ sehingga medan vektor ρvµ menen-

tukan kerapatan dan aliran materi seperti halnya Jµ menentukan kerapatan dan aliran

listrik; katakanlah, ρv0
√

adalah kerapatan dan ρvm
√

adalah aliran. Syarat kekekalan

materi adalah

(ρvµ√),µ = 0

atau

(ρvµ):µ = 0. (25.3)
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Materi yang kita tinjau akan memiliki rapat energi ρv0v0
√

dan fluks energi ρv0vm
√

,

dan dengan cara serupa rapat momentum ρvnv0
√

dan fluks momentum ρvnvm
√

.

Ajukan

T µν = ρvµvν. (25.4)

Maka T µν
√

menghasilkan rapat dan fluks energi dan momentum. T µν disebut tensor

energi materi. Tensor ini, tentunya, simetri.

Dapatkah kita menggunakan T µν sebagai suku materi di sisi kanan persamaan Ein-

stein (24.6) ? Untuk tujuan ini kita mensyaratkan T µν
:ν = 0. Dari definisi, kita memiliki

(25.4)

T µν
:ν = (ρvµvν):ν = vµ(ρvν):ν + ρvνvµ

:ν.

Di sini suku pertama lenyap dari syarat kekekalan massa (25.3). Suku kedua lenyap

jika materi berpindah sepanjang geodesik, jika vµ didefinisikan sebagai fungsi medan

kontinu disamping memiliki arti hanya pada satu garis dunia, kita memiliki

dvµ

ds
= vµ

,νv
ν.

Sehingga (8.3) menjadi

(vµ
,ν + Γµ

νσvσ)vν = 0

atau

vµ
:νv

ν = 0. (25.5)

Kita sekarang melihat, kita dapat mensubstitusi tensor energi materi (25.4), dengan

koefisien numerik k yang cocok, ke dalam persamaan Einstein (24.4). Kita memperoleh

Rµν − 1

2
gµνR = kρvµvν. (25.6)

Kita sekarang menentukan nilai koefisien k. Kita menuju aproksimasi Newtonian,

mengikuti metode dari Bab 16. Kita pertama-tama mencatat, dengan mengkonstraksi

(25.6), kita memperoleh

−R = kρ.

Sehingga (25.6) dapat ditulis

Rµν = kρ(vµvν − 1

2
gµν).
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Dengan aproksimasi medan lemah kita memperoleh, berkaitan dengan (16.4),

1

2
gρσ(gρσ,µν − gνσ,µρ − gµρ,νσ + gµν,ρσ) = kρ(vµvν −

1

2
gµν).

Kita sekarang mengambil medan statik dan distribusi materi statik, sehingga v0 = 1,

vm = 0. Ajukan µ = ν = 0 dan abaikan kuantitas orde kedua, kita menemukan

−1

2
∇2g00 =

1

2
kρ

atau dari (16.6)

∇2V = −1

2
kρ.

Agar bersesuaian dengan persamaan Poisson kita harus mengambil k = −8π.

Persamaan Einstein untuk kehadiran distribusi materi dengan medan kecepatan

terbaca

Rµν − 1

2
gµνR = −8πρvµvν. (25.7)

Jadi T µν , diberikan oleh (25.4), dengan tepat adalah Y µν dari persamaan (24.6).

Syarat kekekalan massa (25.3) memberi

ρ:µvµ + ρvµ
:µ = 0,

oleh karena itu

dρ

ds
=

∂ρ

∂xµ
vµ = −ρvµ

:µ. (25.8)

Ini syarat yang menentukan bagaimana ρ berubah sepanjang garis dunia dari elemen

materi. Syarat ini memperkenankan ρ berubah secara sembarang dari garis dunia satu

elemen menuju elemen berikutnya. Jadi kita dapat mengambil ρ lenyap kecuali untuk

paket garis dunia yang membentuk tabung dalam ruang-waktu. Paket demikian akan

menyusun partikel materi berukuran berhingga. Di luar partikel kita memiliki ρ = 0,

dan persamaan medan Einstein untuk ruang kosong berlaku.

Ini seharusnya dicatat, jika kita mengasumsikan persamaan medan umum (25.7),

kita dapat mendeduksi darinya dua hal: (a) massa adalah kekal dan (b) massa bergerak

sepanjang geodesik. Untuk melakukan hal ini kita mencatat, bahwa (sisi sebelah kiri):ν

lenyap dari relasi Bianci, sehingga persamaan menghasilkan

(ρvµvν):ν = 0,



BAB 25. TENSOR ENERGI MATERI 68

atau

vµ(ρvν):ν + ρvνvµ
:ν = 0. (25.9)

Kalikan persamaan ini dengan vµ. Suku kedua menghasilkan nol dari (25.2) dan kita

diberi dengan (ρvν):ν = 0, adalah persamaan kekekalan (25.3). Sekarang persamaan

(25.9) mereduksi ke vνvµ
:ν = 0, yakni persamaan geodesik. Tidaklah perlu membuat

asumsi terpisah, partikel bergerak sepanjang geodesik. Dengan partikel kecil, gerak

dikendala berada di sepanjang geodesik dengan menerapkan persamaan Einstein untuk

ruang kosong menuju ruang di sekitar partikel.
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Prinsip Aksi Gravitasi

Perkenalkan skalar

I =

∫

R
√

d4x (26.1)

integrasi meliputi volume empat-dimensi tertentu. Lakukan variasi kecil δgµν dalam

gµν, dengan mempertahankan gµν dan turunan pertamanya konstan pada batas. Kita

akan menemukan, pengajuan δI = 0 untuk sembarang δgµν menghasilkan persamaan

vakum Einstein.

Kita memiliki dari (14.4)

R = gµνRµν = R∗ − L,

dimana

R∗ = gµν(Γσ
µσ,ν − Γσ

µν,σ) (26.2)

dan

L = gµν(Γσ
µνΓ

ρ
σρ − Γρ

µσΓσ
νρ). (26.3)

I mencangkup turunan kedua dari gµν , karena turunan kedua ini terjadi dalam R∗.

Tetapi mereka hanya terjadi secara linier, sehingga mereka dapat dipindah dengan

integrasi parsial. Kita memiliki

R∗
√

= (gµνΓσ
µσ

√
),ν − (gµνΓσ

µν

√
),σ − (gµν√),νΓ

σ
µσ + (gµν√),σΓσ

µν. (26.4)
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Dua suku pertama adalah diferensial sempurna, sehingga mereka tak akan berkon-

tribusi apa pun terhadap I. Oleh karena itu, kita tetap perlu memakai hanya dua suku

terakhir dari (26.4). Dengan bantuan (22.5) dan (22.4) mereka menjadi

gνβΓµ
βνΓ

σ
µσ

√
+ (−2gνβΓµ

βσ + gµνΓβ
σβ)Γσ

µν

√
.

Ini hanya 2L
√

, dari (26.3). Sehingga (26.1) menjadi

I =

∫

L
√

d4x,

yang hanya mencangkup gµν dan turunan pertama mereka. Ini adalah homogen dari

tingkat kedua dalam turunan pertama ini.

Ajukan L = L
√

, kita mengambil ini (dengan koefisien numerik yang sesuai, diten-

tukan kemudian) sebagai rapat aksi untuk medan gravitasi. Ini bukan rapat skalar.

Tetapi ini lebih cocok ketimbang R
√

, rapat skalar, karena ini tidak mencangkup tu-

runan kedua dari gµν.

Menurut ide lazim dari dinamika, aksi adalah integral waktu dari Lagrangian. Kita

memiliki

I =

∫

L d4x =

∫

dxo

∫

L dx1 dx2 dx3

sehingga Lagrangian dengan nyata

∫

L dx1 dx2 dx3.

Jadi L dapat ditinjau sebagai rapat Lagrangian (dalam tiga dimensi) sebaik rapat

aksi (dalam empat dimensi). Kita dapat memandang gµν sebagai koordinat dinamik

dan turunan waktunya sebagai kecepatan. Kita kemudian melihat, Lagrangian adalah

kuadratik (tak homogen) kecepatan, sebagaimana lazimnya dalam dinamika biasa.

Kita sekarang harus mengubah L. Kita memiliki, gunakan (20.6),

δ(Γα
µνΓ

β
αβgµν√) = Γα

µνδ(Γ
β
αβgµν√) + Γβ

αβgµν√δΓα
µν

= Γα
µνδ(g

µν√
,α) + Γβ

αβδ(Γα
µνg

µν√) − Γβ
αβΓα

µνδ(g
µν√)

= Γα
µνδ(g

µν√
,α) − Γβ

αβδ(gαν√),ν − Γβ
αβΓα

µνδ(g
µν√) (26.5)
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dengan bantuan (22.5). Lagi

δ(Γβ
µαΓα

νβgµν√) = 2(δΓβ
µα)Γα

νβgµν√ + Γβ
µαΓα

νβδ(gµν√)

= 2δ(Γβ
µαgµν√)Γα

νβ − Γβ
µαΓα

νβδ(gµν√)

= −δ(gνβ
,α

√
)Γα

νβ − Γβ
µαΓα

νβδ(gµν√) (26.6)

dengan bantuan (22.3). Kurangkan (26.6) dari (26.5), kita memperoleh

δL = Γα
µνδ(g

µν√),α − Γβ
αβδ(gαν√),ν + (Γβ

µαΓα
νβ − Γβ

αβΓα
µν)δ(g

µν√). (26.7)

Dua suku pertama di sini berbeda dengan bentuk diferensial sempurna

−Γα
µν αδ(gµν√) + Γβ

µβ,νδ(g
µν√).

Sehingga kita memperoleh

δI = δ

∫

L d4x =

∫

Rµνδ(g
µν√) d4x, (26.8)

dengan Rµν diberikan oleh (14.4). Dengan δgµν sembarang, kuantitas δ(gµν
√

) juga tak

gayut dan sembarang, sehingga syarat (26.8) lenyap menuju hukum Einstein dalam

bentuk (24.1).

Kita dapat mendeduksi, dengan metode yang sama sebagaimana (7.9), maka

δgµν = −gµαgνβδgαβ. (26.9)

Juga, berkaitan dengan (20.5), kita dapat mendeduksi

δ
√

=
1

2

√
gαβδgαβ. (26.10)

Jadi

δ(gµν√) = −(gµαgνβ − 1

2
gµνgαβ)

√
δgαβ.

Sehingga kita dapat menulis (26.8), sebagai ganti,

δI = −
∫

Rµν(g
µαgνβ − 1

2
gµνgαβ)δgαβ d4x

= −
∫

(Rαβ − 1

2
gαβR)

√
δgαβ d4x. (26.11)

Persyaratan (26.11) lenyap menghasilkan hukum Einstein dalam bentuk (24.2).



Bab 27

Aksi Distribusi Kontinu Materi

Kita akan meninjau distribusi kontinu materi yang kecepatannya bervariasi secara

kontinu dari satu titik menuju ke titik tetangga, sebagaimana kita lakukan dalam Bab

25. Kita akan menyusun prinsip aksi bagi materi ini dalam interaksinya dengan medan

gravitasi dalam bentuk

δ(Ig + Im) = 0, (27.1)

dimana Ig, bagian aksi gravitasi, adalah I dari bab sebelumnya dengan koefisien nu-

merik κ, dan Im, bagian aksi materi, akan ditentukan sekarang. Syarat (27.1) harus

menuju persamaan Einstein (25.7) untuk medan gravitasi dengan kehadiran materi

dan persamaan gerak geodesik untuk materi.

Kita akan perlu melakukan variasi sembarang dalam posisi elemen materi untuk

melihat bagaimana ini mempengaruhi Im. Ini membuat pembahasan lebih jelas jika

kita pertama-tama meninjau variasi secara murni kinematik, tanpa sembarang acuan

terhadap metrik gµν. Terdapat kemudian perbedaan nyata antara vektor kovarian dan

kontravarian dan kita tak dapat mentransformasi salah satu menuju yang lain. Ke-

cepatan dideskripsikan dengan perbandingan komponen-komponen vektor kontravarian

uµ, dan ini tak dapat dinormalisasi tanpa membawanya dalam metrik.

Dengan aliran kontinu materi kita memiliki vektor kecepatan uµ (dengan sebuah

faktor pengali tak diketahui) pada tiap-tiap titik. Kita dapat menyusun rapat vektor

kontravarian pµ, terletak dalam arah uµ, yang menentukan kedua kuantitas aliran dan
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kecepatannya menurut formula:

p0 dx1 dx2 dx3

adalah jumlah materi dalam elemen volume dx1 dx2 dx3 pada waktu tertentu dan

p1 dx0 dx2 dx3

adalah jumlah aliran melalui elemen permukaan dx2 dx3 selama interval waktu dx0.

Kita akan mengasumsikan materi kekal, sehingga

pµ
,µ = 0. (27.2)

Misalkan kita menganggap tiap-tiap elemen materi dipindahkan dari zµ menuju

zµ + bµ dengan bµ kecil. Kita harus menentukan hasil perubahan pµ pada titik x yang

diberikan.

Ambil pertama-tama kasus b0 = 0. Perubahan jumlah materi dalam volume tiga

dimensi V tertentu adalah minus jumlah yang dipindahkan melalui batas V :

δ

∫

V

p0 dx1 dx2 dx3 = −
∫

p0br dSr,

(r = 1, 2, 3), dimana dSr menyatakan elemen batas permukaan V . Kita dapat men-

transformasi sisi kanan ke integral volume dengan menggunakan teorema Gauss dan

kita menemukan

δp0 = −(p0br),r. (27.3)

Kita harus memperumum hasil ini ke kasus b0 6= 0. Kita menggunakan syarat,

jika bµ sebanding pµ, tiap-tiap elemen materi dipindahkan sepanjang garis dunia dan

kemudian tak ada perubahan pµ. Generalisasi (27.3) dengan nyata

δp0 = (prb0 − p0br),r

karena ini bersesuaian dengan (27.3) ketika b0 = 0 dan menghasilkan δp0 = 0 ketika bµ

sebanding pµ. Terdapat formula terkait untuk komponen lain pµ, sehingga hasil umum

adalah

δpµ = (pνbµ − pµbν),ν. (27.4)
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Untuk mendeskripsikan aliran materi secara kontinu, kuantitas pµ adalah variabel

dasar yang digunakan dalam fungsi aksi. Mereka harus divariasi dalam kesesuaian

dengan formula (27.4), dan kemudian, setelah integrasi parsial yang sesuai, kita harus

mengajukan koefisien dari tiap-tiap bµ sama dengan nol. Ini akan memberi kita per-

samaan gerak materi.

Aksi untuk partikel terisolasi bermassa m adalah

−m

∫

ds. (27.5)

Kita melihat keperluan untuk koefisien −m dengan mengambil kasus relativitas khusus,

yang Lagrangiannya akan menjadi turunan waktu dari (27.5), katakanlah

L = −m
ds

dx0
= −m

(

1 − dxr

dx0

dxr

dx0

)1/2

,

dijumlahkan untuk r = 1, 2, 3. Ini menghasilkan momentum

∂L

∂(dxr/dx0)
= m

dxr

dx0

(

1 − dxn

dx0

dxn

dx0

)

−1/2

= m
dxr

ds
,

sebagaimana hal ini seharusnya terjadi.

Kita memperoleh aksi untuk distribusi kontinu materi dari (27.5) yakni mengganti

m dengan p0 dx1 dx2 dx3 dan integrasikan; jadi

Im = −
∫

p0 dx1 dx2 dx3 ds. (27.6)

Untuk memperoleh persamaan ini dalam bentuk yang lebih mudah dipahami, kita

menggunakan metrik dan mengajukan

pµ = ρvµ√, (27.7)

dimana ρ adalah skalar yang menentukan kerapatan dan vµ adalah vektor terdahulu

uµ dinormalisasi memiliki panjang 1. Kita memperoleh

Im = −
∫

ρ
√

v0dx1dx2dx3ds

= −
∫

ρ
√

d4x,
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karena v0ds = dx0.

Untuk aksi bentuk ini tidak sesuai bagi penerapan variasi, karena ρ, vµ bukanlah

variabel tak gayut. Kita harus mengeliminasi mereka dalam suku-suku pµ, yang kemu-

dian divariasi dalam bersesuaian dengan (27.4). Kita memperoleh dari (27.7)

(pµpµ)
1/2 = ρ

√
.

Sehingga (27.8) menjadi

Im = −
∫

(pµpµ)1/2d4x. (27.8)

Untuk memvariasi pernyataan ini kita menggunakan

δ(pµpµ)1/2 =
1

2
(pλpλ)

−1/2(pµpνδgµν + 2pµδpµ)

=
1

2
ρvµvν√ δgµν + vµδp

µ.

Prinsip aksi (27.1) sekarang menghasilkan, dengan bantuan (26.11), yang kita ka-

likan dengan koefisien κ,

δ(Ig + Im) = −
∫

[κ(Rµν − 1

2
gµνR) +

1

2
ρvµvν]

√
δgµνd

4x −
∫

vµ δpµd4x. (27.9)

Menyamakan koefisien δgµν, menuju nol, kita memperoleh persamaan Einstein (25.7),

asalkan kita mengambil κ = (16π)−1. Suku terakhir menghasilkan, dengan (27.4)

−
∫

vµ(pνbµ − pµbν),νd
4x =

∫

vµ,ν(p
νbµ − pµbν)d4x

=

∫

(vµ,ν − vν,µp
νbµd4x

=

∫

(vµ:ν − vν:µ)ρvνbµ√ d4x

=

∫

vµ:νρvνbµ√ d4x (27.10)

dari persamaan (25.2). Dengan menyamakan koefisien bµ menuju nol, kita memperoleh

persamaan geodesik (25.5).
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Aksi Medan Elektromagnetik

Pernyataan lazim untuk rapat aksi medan elektromagnetik adalah

(8π)−1(E2 − H2).

Jika kita menuliskannya dalam notasi relativitas khusus empat-dimensi yang diberikan

dalam Bab 23, pernyataan di atas menjadi

−(16π)−1FµνF
µν.

Ini menuju ke pernyataan

Iem = −(16π)−1

∫

FµνF
µν√ d4x (28.1)

untuk aksi invarian dalam relativitas umum. Di sini kita harus mengambil dalam

perhitungan bahwa Fµν = κµ,ν −κν,µ, sehingga Iem adalah fungsi dari gµν dan turunan

potensial elektromagnetik.

Misalkan kita mengubah gµν, dengan mempertahankan κσ konstan, sehingga Fµν

konstan tetapi F µν tidak konstan. Kita memiliki

δ(FµνF
µν√) = FµνF

µνδ
√

+ FµνFαβ

√
δ(gµαgνβ)

=
1

2
FµνF

µνgρσ√ δgρσ − 2FµνFαβ

√
gµρgασgνβδgρσ

dengan bantuan (26.10) dan (26.9). Jadi

δ(FµνF
µν√) =

(

1

2
FµνF

µνgρσ − 2F ρ
νF

σν

)√
δgρσ

= 8πEρσ√ δgρσ, (28.2)
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dimana Eρσ adalah tensor stress-energi medan elektromagnetik, tensor simetri didefin-

isikan oleh

4πEρσ = −F ρ
νF

σν +
1

4
gρσFµνF

µν. (28.3)

Catat bahwa dalam relativitas khusus

4πE00 = E2 − 1

2
(E2 − H2)

=
1

2
(E2 + H2),

sehingga E00 adalah rapat energi, dan

4πE01 = −F 0
2F

12 − F 0
3F

13

= E2H3 − E3H2,

sehingga E0n adalah vektor Poynting yang memberikan laju aliran energi.

Jika kita mengubah κµ, dengan mempertahankan gαβ tetap, kita memperoleh

δ(FµνF
µν√) = 2F µν√ δFµν

= 4F µν√ δκµ,ν

= 4(F µν√ δκµ),ν − 4(F µν√),νδκµ

= 4(F µν√ δκµ),ν − 4F µν
:ν

√
δκµ (28.4)

dengan bantuan (21.3).

Penambahan (28.2 dan (28.4) dan pembagian dengan −16π, kita memperoleh untuk

variasi total

δIem =

∫
[

−1

2
Eµνδgµν + (4π)−1F µν

:νδκµ

]√
d4x. (28.5)



Bab 29

Aksi Materi Bermuatan

Dalam bab sebelumnya kita meninjau medan elektromagnetik dalam ketiadaan mu-

atan. Jika terdapat muatan, suku lebih lanjut diperlukan dalam aksi. Untuk partikel

tunggal bermuatan e, aksi ekstra adalah

−e

∫

κµdxµ = −e

∫

κµvµds, (29.1)

diintegrasikan sepanjang garis dunia.

Terdapat kesulitan-kesulitan berurusan dengan sebuah partikel titik yang mem-

bawa muatan karena ia menghasilkan singularitas dalam medan listrik. Kita dapat

menghindari kesulitan ini dengan mengurusi sebagai ganti, distribusi kontinu materi

pembawa muatan. Kita akan menangani materi ini dengan teknik dari Bab 27, asum-

sikan tiap-tiap elemen materi membawa muatan.

Dalam pembahasan kinematika kita memiliki rapat vektor kontravarian pµ untuk

menentukan rapat dan aliran materi. Sekarang kita harus memperkenalkan rapat vek-

tor kontravarian J µ untuk menentukan rapat dan aliran kelistrikan. Dua vektor dik-

endala untuk berada dalam arah yang sama. Ketika kita melakukan pergeseran, kita

memiliki

δJ µ = (J νbµ − J µbν),ν (29.2)

berhubungan dengan (27.4), dengan bµ yang sama.
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Pernyataan (29.1) untuk aksi partikel bermuatan sekarang menuju

Iq = −
∫

J 0κµv
µ dx1 dx2 dx3 ds

untuk distribusi kontinu materi bermuatan, terkait dengan (27.6).

Ketika kita memperkenalkan metrik kita mengajukan, terkait dengan (27.7),

J µ = σvµ√, (29.3)

dimana σ adalah skalar yang menentukan rapat muatan. Aksi menjadi, terkait dengan

(27.8)

Iq = −
∫

σκµvµ√ d4x

= −
∫

κµJ µ d4x. (29.4)

Jadi

δIq = −
∫

[J µδκµ + κµ(J νbµ − J µbν),ν] d
4x

=

∫

[−σvµ√ δκµ + κµ,ν(J νbµ − J µbν)] d4x

=

∫

σ(−vµδκµ + Fµνv
νbµ)

√
d4x. (29.5)

Persamaan interaksi materi bermuatan dengan kombinasi medan gravitasi dan

medan elektromagnetik seluruhnya mengikuti prinsip aksi umum

δ(Ig + Im + Iem + Iq) = 0. (29.6)

Jadi, kita mengambil penjumlahan dari pernyataan (29.5), (28.5), dan (27.9) dengan

suku terakhir diganti oleh (27.10), dan menyamakan koefisien variasi total δgµν , δκµ,

dan bµ menuju nol.

Koefisien
√

δgµν, dikalikan dengan −16π, memberikan

Rµν − 1

2
gµνR + 8πρvµvν + 8πEµν = 0. (29.7)

Ini adalah persamaan Einstein (24.6) dengan Y µν terdiri dari dua bagian, satu bagian

berasal dari tensor energi-materi dan yang lain dari tensor stress-energi medan elek-

tromagnetik.
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Koefisien
√

δκµ memberi

−σvµ + (4π)−1F µν
:ν = 0.

Dari (29.3) kita melihat bahwa σvµ adalah vektor arus muatan Jµ, sehingga kita mem-

peroleh

F µν
:ν = 4πJµ. (29.8)

Ini adalah persamaan Maxwell (23.13) untuk kehadiran muatan.

Akhirnya, koefisien
√

bµ memberi

ρvµ:νv
ν + σFµνv

ν = 0,

atau

ρvµ:νv
ν + FµνJ

ν = 0. (29.9)

Di sini suku kedua memberikan gaya Lorentz yang menyebabkan lintasan elemen materi

terpisah dari geodesik.

Persamaan (29.9) dapat dideduksi dari (29.7) dan (29.8). Ambil divergensi kovarian

(29.7) dan gunakan relasi Bianci, kita peroleh

(ρvµvν + Eµν):ν = 0. (29.10)

Sekarang dari (28.3)

4πEµν
:ν = −F µαF ν

α:ν − F µα
:νF

ν
α +

1

2
gµνF αβFαβ:ν

= −F µαF ν
α:ν −

1

2
gµρF νσ(Fρσ:ν − Fρν:σ − Fνσ:ρ)

= 4πF µαJα,

dari (23.12) dan (29.8). Sehingga (29.10) menjadi

vµ(ρvν):ν + ρvνvµ
:ν + F µαJα = 0. (29.11)

Kalikan dengan vµ dan gunakan (25.2). Kita peroleh

(ρvν):ν = −F µαvµJα = 0 (29.12)
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jika kita gunakan syarat Jα = σvα, menyatakan bahwa Jα dan vα dikendala berada

dalam arah yang sama. Jadi, suku pertama (29.11) lenyap dan kita ditinggali dengan

(29.9).

Deduksi ini berarti, persamaan yang mematuhi prinsip aksi (29.6) tidaklah selu-

ruhnya tak gayut. Terdapat alasan umum bagi hal ini, yang akan dijelaskan dalam

Bab 30.



Bab 30

Prinsip Aksi Komprehensif

Metode dalam Bab 29 dapat digeneralisasi untuk diterapkan bagi medan gravitasi

yang berinteraksi dengan sembarang medan lain, yang juga berinteraksi satu sama lain.

Terdapat prinsip aksi komprehensif,

δ(Ig + I ′) = 0, (30.1)

dimana Ig adalah aksi gravitasi yang kita miliki sebelumnya dan I ′ adalah aksi seluruh

medan lain dan terdiri dari penjumlahan suku-suku, satu suku untuk tiap-tiap medan.

Ini adalah keuntungan besar penggunaan prinsip aksi yang begitu mudah untuk mem-

peroleh persamaan yang benar untuk sembarang medan dalam interaksi. Kita hanya

harus memperoleh aksi untuk tiap-tiap medan dan menambahkan mereka semuanya

bersamaan dan mencangkup mereka keseluruhan dalam (30.1).

Kita memiliki

Ig =

∫

L d4x,

dimana L ini adalah (16π)−1 kali L dari Bab 26. Kita memperoleh

δIg =

∫
(

∂L
∂gαβ

δgαβ +
∂L

∂gαβ,ν

δgαβ,ν

)

d4x

=

∫

[

∂L
∂gαβ

−
(

∂L
∂gαβ,ν

)

,ν

]

δgαβ d4x.

Pekerjaan Bab 26, menuju ke (26.11), menunjukkan bahwa

∂L
∂gαβ

−
(

∂L
∂gαβ,ν

)

,ν

= −(16π)−1(Rαβ − 1

2
gαβR)

√
. (30.2)
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Misalkan φn(n = 1, 2, 3, ...) menyatakan kuantitas medan lain. Masing-masing dari

kuantitas medan tersebut diasumsikan menjadi komponen tensor, tetapi sifat tensor

yang tepat tidak ditentukan. I ′ adalah bentuk integral rapat skalar

I ′ =

∫

L′ d4x,

dimana L′ adalah fungsi dari φn dan turunan pertamanya φn,µ dan mungkin juga

turunan yang lebih tinggi.

Sekarang variasi aksi menuju hasil berbentuk

δ(Ig + I ′) =

∫

(pµνδgµν + Σnχnδφn)
√

d4x, (30.3)

dengan pµν = pνµ, karena sembarang suku yang melibatkan δ (turunan kuantitas

medan) dapat ditransformasi oleh integrasi parsial menuju suku yang dapat dicangkup

dalam (30.3). Prinsip variasi (30.1) menuju persamaan medan

pµν = 0, (30.4)

χn = 0. (30.5)

pµν akan terdiri dari suku (30.2) yang berasal dari Ig plus suku dari L′, katakanlah

Nµν . Kita memiliki tentunya Nµν = Nνµ. L′ biasanya tak mengandung turunan gµν

dan kemudian

Nµν =
∂L′

∂gµν
. (30.6)

Persamaan (30.4) sekarang menjadi

Rµν − 1

2
gµνR − 16πNµν = 0.

Ini adalah persamaan Einstein (24.6) dengan

Y µν = −2Nµν . (30.7)

Kita melihat di sini bagaimana masing-masing medan mengkontribusi sebuah suku

ke sisi kanan persamaan Einstein, bergantung, menurut (30.6), pada cara aksi medan

melibatkan gµν.



BAB 30. PRINSIP AKSI KOMPREHENSIF 84

Adalah perlu untuk konsistensi, Nµν memiliki sifat Nµν
:ν = 0. Sifat ini dapat

dideduksi pada umumnya dari syarat I ′ invarian dalam perubahan koordinat yang

membiarkan permukaan batas tak berubah. Kita melakukan perubahan kecil koordi-

nat, katakanlah xµ′

= xµ + bµ, dengan bµ kecil dan fungsi-fungsi x, dan bekerja untuk

orde pertama dalam bµ. Hukum transformasi gµν menurut (3.7), dengan sufiks apostrof

mencirikan tensor baru,

gµν(x) = xα′

,µxβ′

,ν gα′β′(x′). (30.8)

Misalkan δgαβ menyatakan perubahan orde pertama dalam gαβ, bukan pada titik medan

khusus, tetapi untuk nilai koordinat tertentu yang dirujuk, sehingga

gα′β′(x′) = gαβ(x′) + δgαβ

= gαβ(x) + gαβ,σbσ + δgαβ.

Kita memiliki

xα′

,µ = (xα + bα),µ = gα
µ + bα

,µ.

Jadi (30.8) menghasilkan

gµν(x) = (gα
µ + bα

,µ)(gβ
ν + bβ

,ν)[gαβ(x) + gαβ,σbσ + δgαβ]

= gµν(x) + gµν,σbσ + δgµν + gµβbβ
,ν + gανb

α
,µ,

sehingga

δgµν = −gµαbα
,ν − gναbα

,µ − gµν,σbσ.

Kita sekarang menentukan variasi I ′ ketika gµν diubah dalam cara ini dan variabel

medan lain mempertahankan nilai yang sama pada titik dengan koordinat xµ′

yang

sebelumnya mereka miliki untuk xµ. Hal ini, jika kita gunakan (30.6),

δI ′ =

∫

Nµνδgµν

√
d4x

=

∫

Nµν(−gµαbα
,ν − gναbα

,µ − gµν,σbσ)
√

d4x

=

∫

[2(N ν
α

√
),ν − gµν,αNµν√]bα d4x

= 2

∫

N ν
α :νb

α√ d4x
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dari teorema yang dinyatakan oleh (21.4), valid untuk sembarang tensor dua indeks

simetri. Sifat invarian I ′ menghendaki bahwa ini tak berubah dalam variasi, untuk

seluruh bα. Oleh karena itu N ν
α :ν = 0.

Pada perhitungan relasi ini, persamaan medan (30.4),(30.5) tidaklah seluruhnya

tak gayut.



Bab 31

Tensor Pseudo-Energi Medan

Gravitasi

Definisikan kuantitas t ν
µ dengan

t ν
µ

√
=

∂L
∂gαβ,ν

gαβ,µ − gν
µL. (31.1)

Kita kemudian memiliki

(t ν
µ

√
),ν =

(

∂L
∂gαβ,ν

)

,ν

gαβ,µ +
∂L

∂gαβ,ν
gαβ,µν − L,µ.

Sekarang

L,µ =
∂L

∂gαβ
gαβ,µ +

∂L
∂gαβ,ν

gαβ,νµ,

sehingga

(t ν
µ

√
),ν =

[

(

∂L
∂gαβ,ν

)

,ν

− ∂L
∂gαβ

]

gαβ,µ

= (16π)−1(Rαβ − 1

2
gαβR)gαβ,µ

√

dari (30.2). Dengan bantuan persamaan medan (24.6) sekarang kita peroleh

(t ν
µ

√
),ν = −1

2
Y αβgαβ,µ

√
,

sehingga dari (21.4) dan Y ν
µ :ν = 0, kita peroleh

[(

t ν
µ + Y ν

µ

)√]

,ν
= 0. (31.2)
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Kita memiliki di sini hukum kekekalan, dan adalah alami untuk meninjau rapat kekekalan

(t ν
µ +Y ν

µ )
√

sebagai rapat energi dan momentum. Kita memiliki Y ν
µ sebagai energi dan

momentum medan selain medan gravitasi, sehingga t ν
µ mewakili energi dan momentum

medan gravitasi. Tetapi ini bukan tensor. Persamaan (31.1) yang mendefinisikannya

dapat ditulis

t ν
µ =

∂L

∂gαβ,ν

gαβ,µ − gν
µL; (31.3)

tetapi L bukan skalar, karena kita harus mentransformasi skalar R, yang pada mu-

lanya digunakan untuk memperoleh aksi gravitasi, untuk memindahkan turunan kedua

darinya. Jadi t ν
µ tak dapat menjadi tensor. Ini disebut pseudo-tensor.

Tidaklah mungkin memperoleh pernyataan energi medan gravitasi yang memenuhi

kedua syarat: (i) ketika ditambahkan ke energi bentuk lain energi total adalah kekal,

dan (ii) energi dalam daerah (tiga dimensi) tertentu pada waktu tertentu tak gayut

sistem koordinat. Jadi, secara umum, energi gravitasi tak dapat dilokalisasi. Yang

terbaik yang dapat kita lakukan adalah menggunakan pseudo-tensor, yang memenuhi

syarat (i) tetapi tidak memenuhi syarat (ii). Ini memberi kita informasi aproksimasi

tentang energi gravitasi, yang dalam kasus khusus dapat menjadi akurat.

Kita dapat membentuk integral

∫

(t 0
µ + Y 0

µ )
√

dx1 dx2 dx3 (31.4)

meliputi volume besar tiga dimensi dengan memasukkan sistem fisis pada waktu ter-

tentu. Sebagaimana volume menuju tak hingga, kita dapat menganggap integral untuk

memberi energi dan momentum total, asalkan: (a) ini konvergen dan (b) fluks melalui

permukaan volume besar menuju nol. Persamaan (31.2) kemudian menunjukkan, in-

tegral (31.4) diambil pada satu waktu x0 = a sama dengan nilainya pada waktu lain

x0 = b. Lebih jauh, integral harus tak gayut sistem koordinat, karena kita dapat men-

gubah koordinat pada x0 = b tanpa mengubah mereka pada x0 = a. Kita jadinya

memiliki pernyataan tertentu untuk energi dan momentum total, yang kekal.

Syarat (a) dan (b), yang diperlukan untuk kekekalan energi dan momentum to-

tal, tidaklah sering terterapkan dalam kasus praktis. Mereka akan berlaku jika ruang
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adalah statik di luar daerah tubular tertentu dalam empat dimensi. Ini dapat menjadi

demikian, jika kita memiliki sedikit massa yang mulai bergerak pada waktu tertentu,

sehingga gerak menimbulkan gangguan yang menjalar keluar dengan kecepatan ca-

haya. Untuk sistem planet biasa gerak akan terjadi karena masa lalu tak hingga dan

syarat tidak berlaku. Perlakuan khusus diperlukan untuk membahas energi gelombang

gravitasi, dan ini akan diberikan dalam Bab 33.



Bab 32

Pernyataan Eksplisit Pseudo-Tensor

Formula (31.1) untuk mendefinisikan t ν
µ adalah dari bentuk

t ν
µ

√
=

∂L
∂qn,ν

qn,µ − gν
µL, (32.1)

dimana qn(n = 1, 2, ..., 10) adalah sepuluh gµν dan penjumlahan meliputi seluruh n

tersirat. Kita dapat sama baik menuliskannya

t ν
µ

√
=

∂L
∂Qm,ν

Qm,µ − gν
µL, (32.2)

dimana Qm adalah sembarang sepuluh fungsi tak gayut dari qn. Untuk membuktikan

ini, catat bahwa

Qm,σ =
∂Qm

∂qn
qn,σ

Oleh karena itu

∂L
∂qn,ν

=
∂L

∂Qm,σ

∂Qm,σ

∂qn,ν
=

∂L
∂Qm,σ

∂Qm

∂qn
gν

σ

=
∂L

∂Qm,ν

∂Qm

∂qn
.

Jadi

∂L
∂qn,ν

qn,µ =
∂L

∂Qm,ν

∂Qm

∂qn
qn,µ =

∂L
∂Qm,ν

Qm,µ.

Persamaan (32.1) dan (32.2) mengikuti.

Untuk mendeduksi pernyataan eksplisit t ν
µ adalah tepat untuk bekerja dengan

(32.2) dan mengambil Qm menjadi kuantitas gµν
√

. Kita dapat sekarang menggunakan
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formula (26.7), yang memberi (terbawa dalam koefisien 16π),

16πδL = (Γν
αβ − gν

βΓσ
ασ)δ(gαβ√),ν + (beberapa koefisien)δ(gµν√),

dan oleh karena itu

16πt ν
µ

√
= (Γν

αβ − gν
βΓσ

ασ)(gαβ√),µ − gν
µL. (32.3)
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Gelombang Gravitasi

Marilah kita tinjau daerah ruang kosong dimana medan gravitasi lemah dan gµν

secara aproksimasi konstan. Kita kemudian memiliki persamaan (16.4) atau

gµν(gµν,ρσ − gµρ,νσ − gµσ,νρ + gρσ,µν) = 0. (33.1)

Misalkan kita mengambil koordinat harmonik. Syarat (22.2) memberi, dengan sufiks

λ diturunkan,

gµν(gρµ,ν −
1

2
gµν,ρ) = 0. (33.2)

Diferensiasikan persamaan ini berkaitan dengan xσ dan abaikan suku orde kedua. Hasil-

nya adalah

gµν(gµρ,νσ − 1

2
gµν,ρσ) = 0. (33.3)

Pertukarkan ρ dan σ:

gµν(gµσ,νρ −
1

2
gµν,ρσ) = 0. (33.4)

Tambahkan (33.1),(33.3), dan (33.4). Kita memperoleh

gµνgρσ,µν = 0.

Jadi tiap-tiap gρσ memenuhi persamaan d’Alembert dan solusinya akan terdiri dari

gelombang menjalar dengan kecepatan cahaya. Mereka adalah gelombang gravitasi.

Marilah kita tinjau energi gelombang ini. Dikarenakan pseudo-tensor bukan tensor

real, kita tidak memperoleh, secara umum, hasil yang jelas tak gayut sistem koor-
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dinat. Tetapi terdapat satu kasus khusus dimana kita memperoleh hasil yang jelas;

katakanlah, ketika gelombang keseluruhan bergerak dalam arah yang sama.

Jika gelombang keseluruhan bergerak dalam arah x3, kita dapat memilih sistem

koordinat kita sehingga gµν adalah fungsi dari hanya satu variabel x0−x3. Misalkan kita

mengambil kasus yang lebih umum dimana gµν adalah seluruhnya fungsi dari variabel

tunggal lσxσ, lσ menjadi konstanta yang memenuhi gρσlρlσ = 0, dengan mengabaikan

bagian variabel gρσ. Kita kemudian memiliki

gµν,σ = uµνlσ, (33.5)

dimana uµν adalah turunan fungsi gµν dari lσxσ. Tentunya, uµν = uνµ. Syarat harmonik

(33.2) memberi

gµνuµρlν =
1

2
gµνuµνlρ =

1

2
ulρ,

dengan u = uµ
µ. Kita dapat menulis ini sebagai

uν
ρlν =

1

2
ulρ (33.6)

atau sebagai

(uµν − 1

2
gµνu)lν = 0. (33.7)

Kita memiliki dari (33.5)

Γρ
µσ =

1

2
(uρ

µlσ + uρ
σlµ − uµσlρ).

Pernyataan (26.3) untuk L mereduksi, dengan koordinat harmonik, menjadi

L = −gµνΓρ
µσΓσ

νρ

= −1

4
gµν(uρ

µlσ + uρ
σlµ − uµσlρ)(uσ

ν lρ + uσ
ρ lν − uνρl

σ).

Ini memberi sembilan suku ketika dikalikan, tetapi kita dapat dengan mudah melihat

bahwa setiap satu dari mereka hilang, pada perhitungan (33.6) dan lσlσ = 0. Jadi

rapat aksi lenyap. Terdapat hasil berkaitan untuk medan elektromagnetik, dimana

rapat aksi juga lenyap dalam hal gelombang bergerak hanya dalam satu arah.
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Sekarang kita harus mengevaluasi pseudo-tensor (32.3). Kita memiliki

gαβ
,µ = −gαρgβσgρσ,µ = −uαβlµ,

√
,µ =

1

2

√
gαβgαβ,µ =

1

2

√
ulµ, (33.8)

sehingga

(gαβ√),µ = −(uαβ − 1

2
gαβu)

√
lµ.

Oleh karena itu

Γσ
ασ(gαβ√),µ =

√
,α(−uαβ +

1

2
gαβu)lµ

= 0,

dari (33.8) dan (33.7). Kita ditinggali dengan

16πt ν
µ = −Γν

αβ(uαβ − 1

2
gαβu)lµ

= −1

2
(uν

αlβ + uν
βlα − uαβlν)(uαβ − 1

2
gαβu)lµ

=
1

2
(uαβuαβ − 1

2
u2)lµl

ν . (33.9)

Kita memiliki hasil untuk t ν
µ yang nampak seperti tensor. Ini berarti, t ν

µ men-

transformasi seperti tensor dalam transformasi demikian yang mempertahankan ciri

medan yang terdiri dari hanya gelombang menjalar dalam arah lσ, sehingga gµν fungsi

sisa variabel tunggal lσx
σ. Transformasi demikian harus terdiri hanya dalam pengantar

gelombang koordinat menjalar dalam arah lσ, berbentuk

xµ′

= xµ + bµ,

dimana bµ hanya fungsi lσx
σ. Dengan pembatasan, kita memiliki gelombang menjalar

hanya dalam satu arah, energi gravitasi dapat dilokalisasi.
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Polarisasi Gelombang Gravitasi

Untuk memahami arti fisis (33.9), marilah kita kembali ke kasus gelombang men-

jalar dalam arah x3, sehingga l0 = 1, l1 = l2 = 0, l3 = −1, dan gunakan aproksimasi

koordinat menuju relativitas khusus. Syarat harmonik (33.6) memberi

u00 + u03 =
1

2
u,

u10 + u13 = 0,

u20 + u23 = 0,

u30 + u33 = −1

2
u.

Jadi

u00 − u33 = u = u00 − u11 − u22 − u33,

sehingga

u11 + u22 = 0. (34.1)

Juga

2u03 = −(u00 + u33).
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Sekarang kita peroleh

uαβuαβ − 1

2
u2 = u 2

00 + u 2
11 + u 2

22 + u 2
33 − 2u 2

01 − 2u 2
02

−2u 2
03 + 2u 2

12 + 2u 2
23 + 2u 2

31 − 1

2
(u00 − u33)

2

= u 2
11 + u 2

22 + 2u 2
12

=
1

2
(u11 − u22)

2 + 2u2
12,

dari (34.1). Jadi

16πt 0
0 =

1

4
(u11 − u22)

2 + u 2
12 (34.2)

dan

t 3
0 = t 0

0 .

Kita melihat, rapat energi positip tertentu dan energi mengalir dalam arah x3

dengan kecepatan cahaya.

Untuk membahas polarisasi gelombang, kita memperkenalkan operator rotasi in-

finitesimal R dalam bidang x1x2. Diterapkan terhadap sembarang vektor A1, A2, op-

erasi operator ini memiliki efek

RA1 = A2, RA2 = −A1.

Jadi

R2A1 = −A1,

sehingga iR memiliki nilai eigen ±1 ketika diterapkan terhadap vektor.

Diterapkan terhadap uαβ, ini memiliki efek

Ru11 = u21 + u12 = 2u12,

Ru12 = u22 − u11,

Ru22 = −u12 − u21 = −2u12.

Sehingga

R(u11 + u22) = 0
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dan

R(u11 − u22) = 4u12

R2(u11 − u22) = −4(u11 − u22).

Jadi u11 +u22 adalah invarian, sementara iR memiliki nilai eigen ±2 ketika diterapkan

terhadap u11 − u22 atau u12. Komponen dari uαβ yang mengkontribusi energi (34.2)

berhubungan dengan spin 2.
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Suku Kosmologi

Einstein telah meninjau bentuk umum persamaan medannya untuk ruang kosong

Rµν = λgµν, (35.1)

dimana λ adalah konstanta. Ini adalah persamaan tensor, sehingga persamaan tersebut

diperkenankan sebagai hukum alam.

Kita memperoleh kesesuaian yang bagus dengan pengamatan sistem matahari tanpa

suku ini, dan oleh karena itu jika kita memperkenalkannya kita harus mengambil λ

cukup kecil sehingga tak menganggu kesesuaian. Karena Rµν mengandung turunan

kedua dari gµν, λ harus memiliki dimensi (jarak)−2. Untuk λ kecil jarak ini harus

sangat besar. Ini adalah jarak kosmologi, berorde jari-jari alam semesta.

Suku ekstra adalah penting untuk teori kosmologi, tetapi memiliki efek fisis yang

dapat diabaikan dari objek-objek berdekatan. Untuk mengambil ini dalam perhitun-

gan teori medan, kita hanya harus menambahkan suku ekstra terhadap Lagrangian;

katakanlah,

Ic = c

∫ √
d4x,

dengan c konstanta yang sesuai.

Kita memiliki dari (26.10)

δIc = c

∫

1

2
gµνδgµν

√
d4x.
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Jadi prinsip aksi

δ(Ig + Ic) = 0

memberi

16π(Rµν − 1

2
gµνR) +

1

2
cgµν = 0. (35.2)

Persamaan (35.1) memberi

R = 4λ.

dan oleh karena itu

Rµν − 1

2
gµνR = −λgµν .

Ini bersesuaian dengan (35.2), asalkan kita mengambil

c = 32πλ.

Untuk medan gravitasi yang berinteraksi dengan sembarang medan lain, kita hanya

harus mencangkup suku Ic dalam aksi dan kita akan memperoleh persamaan medan

yang benar dengan suku kosmologi Einstein.



Bab 36

Indeks

Aksi partikel, 52, 55

Arus, 42

Aliran materi, 45

Bianci (relasi), 23, 25, 44, 47, 57

Christoffel-Riemann (tensor), 21

d’Alembert (persamaan), 19, 28, 64

Determinan, 4

Dimensi (jumlah), 25

Energi:

materi, 44, 45

medan elektromagnetik, 55

Gauss (teorema), 38, 51

Gelombang koordinat, 66

Geodesik, 14, 16, 27, 47

Geodesik:

nol, 15

serupa waktu, 15

Hasil bagi (teorema), 8

Hukum perkalian, 19
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Integrasi parsial, 48, 52, 59

Katai putih, 29

Kekekalan:

kelistrikan, 43

materi, 45, 47

Kinematika (variasi), 51

Kontraksi, 2

Kontravarian (vektor), 1, 3

Koordinat harmonik, 40, 64

Kovarian (vektor), 2, 4

Kurl, 39

Lagrangian, 49, 52

Laplace (persamaan), 28

Lorentz (gaya), 57

Matahari, 29, 32

Matahari (sistem), 26, 68

Materi:

bermuatan, 56

kontinu, 45

Materi (rapat), 45

Maxwell (persamaan), 41, 57

Medan:

gravitasi bumi, 28

kecepatan, 45

lemah, 27, 46

statik, 26, 46

Merkurius, 32

Metrik, 9

Momentum materi, 44, 45
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Muatan (rapat), 42

Newtonian (aproksimasi), 26, 46

Newton (hukum pertama), 15

Non-lokalisasi, 62

Partikel, 27, 32, 47

Pergeseran merah, 29, 33

Perkalian:

dalam, 2

luar, 2

Poisson (persamaan), 47

Potensial, 27, 42

Potensial gravitasi, 26

Poynting (vektor), 55

Proyeksi, 11

Riemann (ruang), 9

Ruang:

kosong, 25, 30, 44

datar, 22, 31

Skalar (kelengkungan), 24

Skalar (medan), 7, 45

Skalar (perkalian), 1

Skalar (rapat), 37

Sufiks boneka, 2

Sufiks (keseimbangan), 1, 3, 5

Sufiks penurun, 1, 2, 4

Stress-energi (tensor), 54

Tensor, 2, 7

Tensor fundamental, 7

Tensor (rapat), 37
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Vektor nol, 13


