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Pendahuluan

Teori Relativitas Umum Einstein memerlukan ruang lengkung untuk menggam-
barkan dunia fisis. Jika kita berharap menuju di luar pembahasan dangkal hubungan-
hubungan fisis, kita perlu menyusun persamaan yang tepat untuk menangani ruang
lengkung. Terdapat teknik matematika yang mapan tetapi agak rumit untuk menan-
gani hal ini. Ini harus dikuasai oleh mahasiswa yang berharap untuk dapat memahami
teori Einstein.

Buku ini disusun dari kuliah yang diberikan di Jurusan Fisika Florida State Uni-
versity dan memiliki tujuan menghadirkan materi pokok dalam bentuk langsung dan
ringkas. Ini tidak memerlukan pengetahuan pendahuluan di luar ide-ide dasar relativ-
itas khusus dan penanganan diferensiasi fungsi-fungsi medan. Ini akan memungkinkan
mahasiswa melewati rintangan utama dalam memahami relativitas umum dengan wak-
tu dan kesulitan minimum dan menjadi bermutu untuk melanjutkan lebih dalam ke

sembarang aspek khusus yang menjadi bidang minatnya.

P.A.M. Dirac
Tallahassee, Florida
February 1975
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Bab 1

Relativitas Khusus

Untuk fisika ruang-waktu kita memerlukan empat koordinat, yakni koordinat waktu

t dan tiga koordinat ruang z,y, z. Kita mengajukan

sehingga koordinat empat dapat ditulis x#, dimana sufiks u mengambil empat nilai
0,1,2,3. Sufiks ditulis dalam posisi atas agar kita dapat mempertahankan ”keseim-
bangan” sufiks dalam seluruh persamaan umum teori. Arti yang tepat keseimbangan
menjadi jelas kemudian.

Misalkan kita mengambil sebuah titik dekat dengan titik yang mulanya kita tinjau
dan misalkan koordinatnya menjadi z + dx*. Kuantitas empat dx* yang memben-
tuk pergeseran dapat ditinjau sebagai komponen-komponen vektor. Hukum-hukum
relativitas khusus memperkenankan kita untuk melakukan transformasi tak homogen
linier koordinat, menghasilkan transformasi homogen linier dx*. Hal ini sedemikian
sehingga, jika kita memilih satuan jarak dan waktu sehingga kecepatan cahaya adalah

satu,

(dz®)? — (dz*)? — (dz*)? — (dx®)? (1.1)

invarian.
Sembarang himpunan kuantitas empat A* yang mentransformasi dalam perubahan

koordinat dengan cara yang sama sebagaimana bentuk dx* disebut vektor kotravarian.
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Kuantitas invarian
(A%)? = (A1)? — (A7) — (A7) = (4, 4) (1.2)
dapat disebut kuadrat panjang vektor. Dengan vektor kontravarian kedua B*, kita

memiliki invariansi perkalian skalar
A°BY — A'B' — A’B? - A°B® = (A, B). (1.3)

Untuk memperoleh cara yang tepat bagi penulisan invariansi-invariansi demikian

kita memperkenalkan perangkat penurun sufiks. Definisikan
Ag=A" A=Al Ay =A%  Ay=—A3 (1.4)

Maka pernyataan pada sisi kiri (1.2) dapat ditulis sebagai A, A", ini dipahami bahwa
penjumlahan dilakukan meliputi empat nilai p. Dengan notasi yang sama, kita dapat
menulis (1.3) sebagai A,B* atau A*B,,.

Kuantitas empat A, yang diperkenalkan oleh (1.4) dapat ditinjau sebagai komponen
vektor. Hukum transformasi komponen vektor tersebut dalam perubahan koordinat
berbeda dengan A*, karena perbedaan tanda, dan vektor ini disebut vektor kovarian.

Dari dua vektor kontravarian A* dan B* kita dapat membentuk enam belas kuan-
titas A*B¥. Sufiks v, seperti seluruh sufiks Greek yang muncul dalam pekerjaan ini,
juga mengambil empat nilai 0,1,2,3. Enam belas kuantitas ini membentuk kompo-
nen tensor peringkat kedua. Ini terkadang disebut perkalian luar vektor A* dan B*,
berbeda dengan perkalian skalar (1.3), yang disebut perkalian dalam.

Tensor A*BY adalah tensor khusus karena terdapat relasi khusus antar komponen-
komponennya. Tetapi kita dapat menambahkan bersama beberapa tensor yang dikon-

struksi dalam cara ini, untuk memperoleh tensor umum peringkat kedua; katakanlah
TH = A*B” + A*B" + A""B" + ... (1.5)

Hal penting dari tensor umum adalah transformasi koordinat komponen-komponennya
mentransformasi dalam cara yang sama sebagaimana kuantitas A*B".

Kita dapat menurunkan salah satu dari sufiks-sufiks dalam 7" dengan menerapkan
proses penurunan tiap sufiks suku-suku sisi kanan (1.5). Jadi, kita dapat membentuk

T,” atau T%,. Kita dapat menurunkan kedua sufiks untuk memperoleh 7, .
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Dalam T kita dapat menyusun v = p dan memperoleh 7' *. Ini adalah penjumla-
han yang meliputi empat nilai x. Penjumlahan selalu dinyatakan secara tak langsung
dibalik sebuah sufiks yang muncul dua kali dalam sebuah suku. Jadi 7" adalah skalar.
Ini sama dengan 7%

Kita dapat melanjutkan proses ini dan mengalikan lebih dari dua vektor bersama-
sama, hati-hati bahwa sufiks-sufiks vektor-vektor tersebut seluruhnya berbeda. Dalam
cara ini kita dapat mengkonstruksi tensor orde lebih tinggi. Jika vektor seluruhnya
kontravarian, kita memperoleh tensor dengan seluruh sufiksnya di atas. Kita kemudian
dapat menurunkan sembarang sufiks dan memperoleh tensor umum dengan sembarang
jumlah sufiks di atas dan sembarang jumlah sufiks di bawabh.

Kita dapat menyusun sufiks bawah sama dengan sufiks atas. Kemudian kita jum-
lahkan seluruh nilai sufiks ini. Sufiks menjadi boneka (dummy). Kita diberi tensor

yang memiliki dua sufiks efektif lebih sedikit dibanding sufiks awal. Proses ini disebut

(e

vp » satu cara

konstraksi. Jadi, jika kita mulai dengan tensor peringkat keempat T
mengkonstraksi tensor tersebut adalah dengan mengajukan o = p, menghasilkan ten-
sor peringkat kedua T, #, memiliki hanya enam belas komponen, muncul dari empat

nilai ¢ dan v. Kita dapat mengkonstraksi lagi untuk memperoleh skalar 7% #, den-
gan hanya satu komponen. Pada tahapan ini kita dapat mengapresiasi keseimbangan
sufiks. Sembarang sufiks efektif terjadi dalam sebuah persamaan muncul sekali dan
hanya sekali dalam tiap-tiap suku persamaan, dan selalu di atas atau selalu di bawah.
Sufiks ini dapat diganti dengan sembarang huruf Greek lain yang tak disebut dalam

suku. Jadi T*, # =T*", *. Sebuah sufiks harus tak pernah muncul lebih dari dua kali

dalam sebuah suku.
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Sumbu Miring

Sebelum melewati formalisme relativitas umum adalah tepat untuk meninjau for-
malisme antara - relativitas khusus merujuk sumbu rektilinier miring.

Jika kita melakukan transformasi sumbu miring, tiap dz* yang disebut dalam (1.1)
menjadi fungsi linier dz* baru dan bentuk kuadratik (1.1) menjadi bentuk kuadratik

umum dalam dx* baru. Kita dapat menuliskannya sebagai
Gudxtdz”, (2.1)

dengan penjumlahan meliputi kedua ;o dan v. Koefisien g,,, yang muncul di sini gayut
sistem sumbu miring. Tentunya kita mengambil g,, = g,,, karena sembarang perbe-
daan g, dan g,, tidak akan nampak dalam bentuk kuadratik (2.1). Terdapat sepuluh
koefisien tak gayut g,

Sebuah vektor kontravarian umum memiliki komponen empat A* yang mentrans-

formasi seperti dx* dalam sembarang transformasi sumbu miring. Jadi
G Al AY

adalah invarian. Ini adalah kuadrat panjang vektor A*.
Misalkan B* adalah vektor kontravarian kedua; maka A* 4+ AB* adalah vektor

kontravarian lain, untuk sembarang nilai bilangan A. Kuadrat panjangnya adalah
G (A* + AB*)(AY + ABY) = g, A" A + N9 A" B” + g,, A” B") + \*g,,, B"B".

4
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Ini pasti invariansi untuk seluruh nilai A. Ini mengikuti, suku tak gayut A dan koefisien-

koefisien A dan A? harus secara terpisah invarian. Koefisien A adalah
GuA"B” + g,, A”B" = 2g,, A" B,

karena dalam suku kedua pada sisi kiri, kita dapat mempertukarkan g dengan v dan
kemudian menggunakan g,, = ¢,,. Jadi kita menemukan, g,,A*B" invarian. Ini
adalah perkalian skalar A* dan B*.

Misalkan g menjadi determinan g,,. Ini harus tidak lenyap; selain itu empat sumbu
tak akan menyediakan arah-arah tak gayut dalam ruang-waktu dan tak akan sesuai
sebagai sumbu-sumbu. Untuk sumbu ortogonal dari bab terdahulu, elemen-elemen
diagonal g,, adalah 1,—1,—1,—1 dan elemen-elemen tak diagonal adalah nol. Jadi
g = —1. Dengan sumbu miring ¢ harus negatip, karena sumbu miring dapat diperoleh
dari sumbu-sumbu ortogonal dengan proses kontinu, menghasilkan g berubah secara
kontinu dan g tak dapat melaui nilai nol.

Definisikan vektor kovarian A,, dengan sufiks bawah, sebagai
A, = guwA” (2.2)

Karena determinan ¢ tidak lenyap, persamaan ini dapat disolusi untuk A” dalam kai-

tannya dengan A,. Maka hasilnya menjadi
AV =g A, (2.3)

Masing-masing ¢g"” sama dengan kofaktor g, terkait dalam determinan g,,, dibagi
dengan determinan itu sendiri. Ini memperkenankan g"” = g"*.

Misalkan kita mensubstitusi A” dalam (2.2), nilai A” diberikan oleh (2.3). Kita
harus mengganti 1 boneka dalam (2.3) dengan huruf Greek lain, katakanlah p, agar

supaya tidak muncul tiga p dalam suku yang sama. Kita memperoleh
A,u = guygypAp-

Karena persamaan ini harus berlaku untuk sembarang kuantitas empat A, kita dapat

mengambil kesimpulan

99"’ = gt (2.4)
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dimana

g, = 1 untuk u=p,

g, = 0 untuk pu# p. (2.5)

Formula (2.2) dapat digunakan untuk menurunkan sembarang sufiks atas yang
muncul dalam sebuah tensor. Dengan cara serupa, (2.3) dapat digunakan untuk
menaikkan sembarang sufiks bawah. Jika sufiks diturunkan dan dinaikkan lagi, hasil-
nya sama dengan tensor awal, pada perhitungan dari (2.4) dan (2.5). Catat, g/, hanya

menghasilkan substitusi p untuk g,
g = A,
atau p untuk p,
gni, = Ay
Jika kita menerapkan aturan menaikkan sufiks ;1 dalam g,,, kita memperoleh

«

g v= ga“guu-

Ini bersesuaian dengan (2.4), jika kita melakukan perhitungan bahwa dalam ¢2,
kita dapat menulis satu sufiks di atas sufiks lain, karena simetri g,,. Lebih jauh, kita

dapat menaikkan sufiks ¥ dengan aturan yang sama, diperoleh

9%’ =g"g;,

hasil yang mengikuti dengan segera dari (2.5). Aturan menaikkan dan menurunkan

sufiks berlaku untuk seluruh sufiks dalam g,,, &, g"*".
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Koordinat Kurvalinier

Kita sekarang menggunakan sistem koordinat kurvalinier. Kita akan berhubungan
dengan kuantitas-kuantitas yang ditempatkan pada suatu titik dalam ruang. Kuantitas
demikian dapat memiliki berbagai komponen, yang kemudian dirujuk terhadap sumbu-
sumbu pada titik tersebut. Terdapat barangkali kuantitas yang memiliki sifat yang
sama pada seluruh titik-titik ruang. Ini menjadi kuantitas medan.

Jika kita mengambil kuantitas demikian () (atau salah satu komponennya, jika
() memiliki beberapa komponen), kita dapat menurunkannya berkaitan dengan sem-

barang koordinat empat. Kita menulis hasilnya sebagai

9Q

orr

Sufiks bawah didahului dengan koma akan selalu menyatakan turunan dalam cara ini.

Q.-

Kita meletakkan sufiks p di bawah untuk menyeimbangkan sufiks atas p di penyebut
pada sisi kiri. Kita dapat melihat keseimbangan sufiks tersebut dengan mencatat bahwa
perubahan @), ketika kita berangkat dari titik z* menuju titik berdekatan x* + dz*,
adalah

0Q = @Q 02", (3.1)
Kita akan memiliki vektor dan tensor ditempatkan pada suatu titik, dengan berbagai
komponen merujuk sumbu-sumbu pada titik tersebut. Ketika kita mengubah sistem
koordinat kita, komponen-komponen akan berubah menurut hukum yang sama seba-

gaimana dalam bagian sebelumnya, gayut perubahan sumbu pada titik yang ditinjau.

7
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Kita memiliki g, dan ¢ untuk menurunkan dan menaikkan sufiks, sebagaimana se-
belumnya. Tetapi mereka bukan lagi konstanta-konstanta. Mereka berubah dari titik
ke titik. Mereka adalah kuantitas medan.

Marilah kita lihat efek perubahan khusus dalam sistem koordinat. Ambil koordinat
kurvalinier baru z'#, masing-masing fungsi « empat. Mereka dapat ditulis dengan lebih
tepat sebagai a:“/, dengan aksen tercantum pada sufiks ketimbang simbol utama.

Perlakukan variasi kecil dalam z*, kita memperoleh kuantitas empat dz*, yang
membentuk komponen vektor kontravarian. Merujuk sumbu baru, vektor ini memiliki
komponen

ozt

’ ’
oxt = —dx¥ = 2t ",

Ox”
dengan notasi (3.1). Ini memberi hukum transformasi sembarang vektor kontravarian
AY: katakanlah,
AV = gt AV (3.2)

Pertukarkan dua sistem sumbu dan ubah sufiks-sufiks, kita peroleh
AN = A (3.3)

Kita mengetahui dari hukum turunan parsial bahwa

oz oz |
Dt dav I
dengan notasi (2.5). Jadi
:L’j\u, : :cf‘ly =g (3.4)

Ini memungkinkan kita melihat, dua persamaan (3.2) dan (3.3) konsisten, karena jika

kita mensubstitusi (3.2) ke sisi kanan (3.3), kita memperoleh

A 74 Vo XNAV AN
x’,, xtt, A” = giAY = A%

Untuk melihat bagaimana vektor kovarian B,, bertransformasi, kita gunakan syarat

AFB,, invarian. Jadi dengan bantuan (3.3)

A'U’/B‘u/ = A)\B)\ = SC?\!L/ . Au/B)\.
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Hasil ini harus berlaku untuk seluruh nilai A* empat; oleh karena itu, kita dapat

menyamakan koefisien A# dan memperoleh
By =2, B (3.5)

Kita sekarang dapat menggunakan formula (3.2) dan (3.5) untuk mentransfor-
masikan sembarang tensor dengan sembarang sufiks atas dan bawah. Kita harus
menggunakan koefisien-koefisien seperti xf’u untuk tiap-tiap sufiks atas dan seperti
:L’A o untuk tiap-tiap sufiks bawah dan membuat seluruh sufiks seimbang. Sebagal
contoh

757 = 2¥\a” 2 T, (3.6)

Sembarang kuantitas yang mentransformasi menurut hukum ini adalah tensor. Ini
dapat diambil sebagai definisi tensor.

Perlu dicatat, hal ini bermakna tensor menjadi simetri atau antisimetri antara
dua sufiks seperti A dan pu, karena sifat simetri ini dipertahankan dalam perubahan
koordinat-koordinat.

Formula (3.4) dapat ditulis
2?95 = gy

Ini hanya menunjukkan, g» adalah tensor. Kita juga memiliki, untuk sembarang vektor
A* BY,

galﬁlAalBﬁl = gMVAMBV = guyl’fia/l’fjﬁzAalBﬁl.

Karena ini berlaku untuk seluruh nilai A%, B¥, kita dapat menyimpulkan

Jo'pr = g,ul/x:ua/xf/ﬁ/- (37)

Ini menunjukkan, g,, adalah tensor. Dengan cara serupa, g"” adalah tensor. Mereka
disebut tensor fundamental.
Jika S adalah sembarang kuantitas medan skalar, S dapat ditinjau sebagai fungsi

o empat atau z# empat. Dari hukum turunan parsial

S =15, )\l‘,)\

M/.
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Oleh karena itu S ) mentransformasi seperti B, dari persamaan (3.5) dan jadinya

turunan medan skalar adalah medan vektor kovarian.



Bab 4

Non Tensor

Kita dapat memiliki kuantitas N# , dengan berbagai sufiks atas dan sufiks bawah,

p
yang bukan tensor. Jika kuantitas ini adalah tensor, kuantitas tersebut harus mentrans-
formasi dalam perubahan sistem koordinat menurut hukum yang ditunjukkan (3.6).
Dengan sembarang hukum lain, kuantitas tersebut bukanlah tensor. Tensor memiliki
sifat, jika seluruh komponen lenyap dalam satu sistem koordinat, mereka lenyap dalam
setiap sistem koordinat. Ini tidak berlaku untuk non tensor.

Untuk non tensor, kita dapat menaikkan dan menurunkan sufiks dengan aturan

yang sama sebagaimana untuk tensor. Jadi, sebagai contoh,
g*N*,, = N .

Konsistensi aturan ini benar-benar tak gayut hukum transformasi sistem koordinat
yang berbeda. Dengan cara serupa, kita dapat mengkonstraksi non tensor dengan
meletakkan sufiks atas dan sufiks bawah dalam jumlah yang sama.

Kita dapat memiliki tensor dan non tensor muncul bersamaan dalam persamaan
yang sama. Aturan untuk menyeimbangkan sufiks berlaku sama untuk tensor dan non

tensor.

TEOREMA HASIL BAGI
Anggaplah Py, sedemikian sehingga A*P,,, adalah tensor untuk sembarang vektor

A*. Maka P, adalah tensor.

11
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Untuk membuktikan hal ini, tulis A*Py,, = Q... Kita diberi tensor Q,,; oleh

karena itu
Qpy = Qwu/xf%/x,”;-
Jadi
A°P,g, = A’\/quzyzxfgx?;.
Karena A* adalah vektor, kita memiliki dari (3.2),

! /
AN = A%

Sehingga

« _pqa XN w o
A Palgﬁ{ =A x,ap/\’ﬂ’l"x,ﬁxry'

Persamaan ini harus berlaku untuk seluruh nilai A%, sehingga

— N v
Paﬁ'y = P)\/M/V/ZL‘@ZL" l‘ﬁ,

menunjukkan, bahwa P,3, adalah tensor. Teorema ini juga berlaku jika P,,, diganti

oleh kuantitas dengan sembarang jumlah sufiks, dan jika beberapa sufiks berada di

atas.
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Ruang Lengkung

Kita dapat dengan mudah membayangkan ruang lengkung dua dimensi sebagai per-
mukaan terbenam dalam ruang Euklidean tiga-dimensi. Dalam cara yang sama, kita
dapat memiliki ruang lengkung empat-dimensi terbenam dalam ruang datar berdimen-
si lebih besar. Ruang lengkung demikian disebut ruang Riemann. Sebuah daerah kecil
dari ruang Riemann secara aproksimasi adalah datar. Einstein mengasumsikan, ruang
fisis berasal dari ruang Riemann ini dan dengan cara demikian meletakkan fondasi
teori gravitasinya. Berurusan dengan ruang lengkung, kita tak dapat memperkenalkan
sistem sumbu rektilinier. Kita harus menggunakan koordinat kurvalinier, sebagaimana
terkait dalam Bab 3. Keseluruhan formalisme dalam bagian tersebut dapat diterapkan
untuk ruang lengkung, karena seluruh persamaan adalah persamaan lokal yang tak di-
ganggu oleh kelengkungan. Jarak invarian ds antara titik x# dan titik yang berdekatan
x# + dx* diberikan oleh

ds® = g, dxtdx”

seperti (2.1), ds adalah real untuk interval serupa waktu dan imajiner untuk interval
serupa ruang.

Dengan jaringan koordinat kurvalinier g, , diberikan fungsi koordinat, menentukan
seluruh elemen jarak; sehingga mereka menentukan metrik. Mereka menentukan kedua

sistem koordinat dan kelengkungan ruang.

13
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Pergeseran Paralel

Anggaplah kita memiliki vektor A* yang ditempatkan pada titik P. Jika ruang
melengkung, kita tidak dapat memaknai vektor paralel pada titik () berbeda, seba-
gaimana dapat dengan mudah kita lihat jika kita meninjau contoh ruang lengkung dua
dimensi dalam ruang Euklidean tiga dimensi. Akan tetapi, jika kita mengambil titik
P’ dekat titik P, terdapat vektor paralel pada P’, dengan ketidakpastian orde kedua,
perhitungan jarak dari P ke P’ sebagai orde pertama. Jadi kita dapat memberi arti
terhadap pemindahan vektor A* dari P menuju P’ dengan mempertahankan vektor
tersebut paralel terhadap dirinya sendiri dan mempertahankan panjangnya tetap.

Kita dapat memindahkan vektor secara kontinu sepanjang lintasan dengan pros-
es pergeseran paralel ini. Ambil lintasan dari P menuju (), kita mengakhiri dengan
vektor pada () yang paralel terhadap vektor awal pada P berkaitan dengan lintasan
ini. Tetapi, lintasan berbeda akan memberi hasil berbeda. Tak ada arti mutlak bagi
vektor paralel pada (). Jika kita memindahkan vektor pada P dengan pergeseran par-
alel sekeliling lup tertutup, kita akan berakhiran dengan vektor pada P yang biasanya
dalam arah berbeda.

Kita dapat memperoleh persamaan untuk pergeseran paralel dari vektor dengan
menganggap ruang fisis empat-dimensi kita, dibenamkan dalam ruang datar dari orde
dimensi yang lebih tinggi; katakanlah N. Dalam ruang berdimendi-N ini, kita mem-

perkenalkan koordinat kurvalinier z"(n = 1,2, ..., N). Koordinat ini tidak perlu menja-

14
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di ortogonal, hanya rektilinier. Antara dua titik bertetangga ini terdapat jarak invarian
ds yang diberikan oleh:
ds® = hypmdz"dz™, (6.1)

dijumlahkan untuk n,m = 1,2,..., N. h,,, adalah konstanta, tidak seperti g,,. Kita
dapat menggunakan mereka untuk menurunkan sufiks dalam ruang berdimesi ke-/V;
sehingga

ds® = hymdz™,

Ruang fisis membentuk ”permukaan” empat-dimensi dalam ruang datar N dimensi.
Tiap-tiap titik x# dalam permukaan menentukan titik tertentu y™ dalam ruang N-
dimensi. Tiap-tiap koordinat y™ adalah fungsi x empat; katakanlah y"(z). Persamaan
permukaan akan diberikan dengan mengeliminasi  empat dari Ny™(z). Terdapat N —4
persamaan demikian.

Dengan menurunkan y™(z) berkaitan dengan parameter x*, kita memperoleh

()
Oz Y

Untuk dua titik berdekatan dalam permukaan, dibedakan oleh dx*, kita memperoleh
oy" =y 0z’ (6.2)
Kuadrat jarak antara mereka adalah, dari (6.1)
052 = hpm0y"oy™ = homy 'y 02t oz,

Kita dapat menulisnya

§s? = Y Yn 0t ox.

pada perhitungan h,,, konstan. Kita juga memperoleh
§s* = g 0z"dx”.

Oleh karena itu

Guv = yzyn,y- (63)
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Ambil vektor kontravarian A* dalam ruang fisis, ditempatkan pada titik z. Komponen-
komponennya A* seperti dz# dalam (6.2). Mereka akan menyediakan sebuah vektor

kontravarian A" dalam ruang berdimensi-N, seperti 0y dalam (6.2). Jadi
A" =yl A (6.4)

Vektor A™ ini, tentunya, terletak pada permukaan.

Sekarang geser vektor A", pertahankan vektor tersebut paralel terhadap dirinya
sendiri (yang berarti, tentunya, mempertahankan komponen-komponennya konstan),
terhadap titik berdekatan = 4+ dr pada permukaan. Vektor tersebut tak akan lagi
terletak pada permukaan titik baru, dikarenakan kelengkungan permukaan. Tetapi
kita dapat memproyeksikan vektor tersebut terhadap permukaan, untuk memperoleh
vektor tertentu yang terletak pada permukaan.

Proses proyeksi terdiri atas pemecahan vektor menjadi dua bagian, bagian tangen-

sial dan bagian normal, dan membuang bagian normal. Jadi

An = A?an _'_ AZOT'

(6.5)

n
tan

Sekarang, jika K* menyatakan komponen-komponen A}~ merujuk sistem koordinat x

pada permukaan, kita memiliki, berkaitan dengan (6.4),

Ao = K"y (v + dx), (6.6)

tan

dengan koefisien y”, diambil pada titik baru x + dz.

A7 . didefinisikan menjadi ortogonal terhadap setiap vektor tangensial pada titik
x + dz, dan jadinya terhadap setiap vektor seperti sisi kanan (6.6), tak peduli apapun
K*. Jadi

AZoryn“U(x + dﬂ?) = O

Jika sekarang, kita kalikan (6.5) dengan y,, , (z+dx), suku A7’ keluar dan kita ditinggali

nor

dengan

Ay (v +dr) = K'y' (2 + dx)yn,(z + dv)

K"g,,(x + dx)
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dari (6.3). Jadi terhadap orde pertama dalam dx

K,(z+dz) = A"MYn,(x) + Ynyoda’]
= A”yi [yn,u + yn,u,odxg]

= A+ A" ynoda.
K, adalah hasil pergeseran paralel A, terhadap titik x + dz. Kita dapat mengajukan
K,—A,=dA,,
sehingga dA, menyatakan perubahan A, dalam pergeseran paralel. Maka kita memiliki

dA, = A"y yn b oda’. (6.7)
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Simbol Christoffel

Dengan menurunkan (6.3) kita memperoleh (abaikan koma kedua dengan dua tu-
runan)
Juve = y:wyn,u‘i‘yzyn,uo
Yoy + Ynwol s (7.1)
karena kita dapat memindahkan sufiks n secara bebas ke atas atau ke bawah, pada
perhitungan kekonstanan h,,,. Pertukarkan p dan ¢ dalam (7.1) kita memperoleh
Gov = Ynou¥y T Ynwul e (7.2)

Pertukarkan v dan o dalam (7.1)

gMU,V = yn,uvy?y + yn,auyz- (73)

Sekarang ambil (7.1) 4+ (7.3) — (7.2) dan bagi dengan 2. Hasilnya adalah

1 n
é(g,ul/,o + Guow — gua,,u) = yn,uoyﬂu- (74)

Ajukan
1
F,LLVU - 5(9/““/70- + guo,y - gVO',ILL)' (7.5)

Ini disebut simbol Christoffel jenis pertama. Simbol ini simetri antara dua sufiks

terakhir. Simbol ini adalah non tensor. Konsekuensi sederhana (7.5) adalah

Puua + Puua = Guv,o- (76)

18
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Kita lihat sekarang, (6.7) dapat ditulis sebagai
dA, = APT,,,dz". (7.7)

Seluruh rujukan terhadap ruang berdimensi-N sekarang lenyap, sebagaimana simbol
Christoffel mencangkup hanya metrik g, dari ruang fisis.
Kita dapat menyimpulkan, panjang vektor tak berubah dengan pergeseran paralel.

Kita memiliki

d(g" AyAL) = ¢ AdA, + ¢ AydA, + ALALGY da”
= AYdA, + A*dA, + AyApg®’ da”
= AUAuFuuodxo + A“Ayruuodl’a + AaAﬁga{;ode

= AYAMgu,.da’ + AyAgg®,da’. (7.8)

Sekarang g** g, + 9" Qo = (9*9).0c = g5, = 0. Kalikan dengan ¢"%, kita mem-
peroleh

9% = —9""9" o (7.9)

Ini adalah formula bermanfaat yang memberikan turunan ¢®° dalam hubungannya

dengan turunan g,,. Hal ini memperkenankan kita untuk menyimpulkan
AaAﬁga{;U = _AﬂAVng

dan juga pernyataan (7.8) lenyap. Jadi panjang vektor adalah konstan. Secara khusus,
vektor nol (yakni, panjang vektor nol) tetap vektor nol dalam pergeseran paralel.

Kekonstanan panjang vektor juga terjadi dari alasan geometri. Ketika kita memec-
ah vektor A" ke dalam bagian tangensial dan bagian normal menurut (6.5), bagian
normal infinitesimal dan tegak lurus bagian tangensial. Ini terjadi, terhadap orde per-
tama, panjang vektor seluruhnya sama dengan bagian tangensialnya.

Kekonstanan panjang sembarang vektor menghendaki kekonstanan perkalian skalar
g A, B, dari sembarang dua vektor A dan B. Ini dapat disimpulkan dari kekonstanan

panjang A + AB untuk sembarang nilai parameter \.
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Seringkali bermanfaat untuk menaikkan sufiks pertama dari simbol Christoffel se-

hingga untuk membentuk

Fﬁo’ = gu)\r)\lfa'

Ini kemudian disebut simbol Christoffel jenis kedua. Simbol ini simetri antara dua
sufiks bawahnya. Sebagaimana dijelaskan dalam Bab 4, penaikan ini sungguh diperke-
nankan, bahkan untuk non tensor.

Formula (7.7) dapat ditulis ulang
dA, =T" A,dz°. (7.10)

Ini formula standard merujuk komponen kovarian. Untuk vektor kedua B” kita memi-

liki

d(A,B") =0
A, dB” = —BYdA, = —B'T" A,dx°
= —B'TY, Ada”.

Ini harus berlaku untuk sembarang A, , sehingga kita memperoleh
dB” = —T',,B"dx". (7.11)

Ini formula standard pergeseran paralel merujuk komponen kontravarian.
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Geodesik

Ambil sebuah titik dengan kordinat z* dan anggap titik tersebut bergerak sepanjang
suatu lintasan; kita kemudian memiliki z# fungsi parameter 7. Ajukan dz*/dr = u*.

Terdapat vektor u* pada tiap-tiap titik lintasan. Anggaplah, ketika kita bergerak
sepanjang lintasan, vektor u* berpindah dengan pergeseran paralel. Maka keseluruhan
lintasan ditentukan, jika kita diberi titik awal dan nilai awal vektor u#. Kita harus
menggeser titik awal z# ke z# 4+ ufdr, kemudian menggeser vektor u* menuju titik
baru ini dengan pergeseran paralel, kemudian menggeser lagi titik tersebut dalam arah
yang ditentukan oleh u* baru, dan seterusnya. Tak hanya lintasan yang ditentukan,
tetapi juga parameter 7 sepanjang lintasan itu. Lintasan yang dihasilkan dalam cara
ini disebut geodesik.

Jika vektor u* pada awalnya vektor nol, vektor tersebut selalu tetap vektor nol
dan lintasan disebut geodesik nol. Jika vektor u* pada awalnya serupa waktu (yakni,
utu, > 0), vektor tersebut selalu serupa waktu dan kita memiliki geodesik serupa
waktu. Dengan cara yang sama, jika u* pada awalnya serupa ruang (u*u, < 0), vektor
tersebut selalu serupa ruang dan kita memiliki geodesik serupa ruang.

Kita memperoleh persamaan geodesik dengan menerapkan (7.1) dengan B = u”
dan dz? = dz?. Jadi

du” dz°

ot = 8.1
dr t e dr 0 (8.1)
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atau

d?zv dz* dz°

_— v —_— . .2
dr? 9 dr dr 0 (8.2)

Untuk geodesik serupa waktu kita dapat mengalikan u* awal dengan sebuah faktor
untuk membuat panjangnya satu. Ini hanya memerlukan perubahan dalam skala 7.
Vektor u* sekarang selalu memiliki panjang satuan. Vektor tersebut hanya vektor
kecepatan v = dz#/ds, dan parameter 7 menjadi waktu sebenarnya (proper) s.

Persamaan (8.1) menjadi

dvt
d—z T %" = 0. (8.3)
Persamaan (8.2) menjadi
>z, d2dzf

=0. i
ds? thve ds ds 0 (8:4)

Kita membuat asumsi fisis, garis dunia partikel yang tidak dikenai sembarang gaya,
kecuali gravitasi, adalah geodesik serupa waktu. Ini menggantikan hukum gerak per-
tama Newton. Persamaan (8.4) menentukan percepatan dan memberikan persamaan
gerak.

Kita juga membuat asumsi, lintasan berkas cahaya adalah geodesik nol. Ini diten-
tukan oleh persamaan (8.2) merujuk parameter 7 sepanjang lintasan. Waktu proper s

tak dapat digunakan sekarang karena ds lenyap.
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Sifat Stasioner Geodesik

Sebuah geodesik yang bukan geodesik nol memiliki sifat bahwa [ ds, yang diambil
sepanjang sebagian lintasan dengan titik-titik ujung P dan (), adalah stasioner jika
kita membuat variasi kecil lintasan dengan mempertahankan titik ujung tetap.

Mari kita anggap tiap-tiap titik lintasan, dengan koordinat z*, digeser sehingga

koordinatnya menjadi z* 4 0z*. Jika dx* menyatakan elemen sepanjang lintasan,
ds® = g, datdx”.
Jadi

dsé(ds) = dz"dz"dg,, + gudatoda” + g,,dx”ddz”

= d:c“da:”guu,Aéx}‘ + 2gu,\d;1:“5d:c’\.

Sekarang

dda® = dox.

Jadi, dengan bantuan dx* = vtds,

1 doz?
d(ds) = (5‘(%,,7”)%”5:6A + gt dﬁ ) ds.

Oleh karena itu

1 déx?
5/ds = /5(ds) :/ bgwAv“v”éx’\—i—guAv“ flj }ds.

23
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Dengan integrasi parsial, gunakan syarat bahwa dz* = 0 pada titik-titik ujung P dan

@, kita memperoleh

1 , d
5/ds:/ [égw,,\v“v —%(guw“) sads. (9.1)

Syarat hal ini lenyap, dengan sembarang dz* adalah

d 1 .

Sekarang

d do# 5

700" = G+ G

do* 1 i
= guAE + §<g)\,u,u + g)\u“u>'U
Jadi syarat (9.2) menjadi
do#
gu/\g + Iy vv” = 0.

Kalikan persamaan di atas dengan ¢*?, diperoleh

dv’
— 4+ 17 vH” =0,
ds nv

yang merupakan syarat (8.3) menjadi geodesik.

(9.2)

v

Pekerjaan ini menunjukkan, untuk geodesik, (9.1) lenyap dan [ ds stasioner. Ke-

balikannya, jika kita mengasumsikan [ ds stasioner, kita dapat menyimpulkan bahwa

lintasan adalah geodesik. Jadi, kita dapat menggunakan syarat stasioner sebagai defin-

isi geodesik, kecuali dalam hal geodesik nol.
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Turunan Kovarian

Misalkan S adalah medan skalar. Turunan S, adalah vektor kovarian, sebagaimana
kita lihat dalam Bab 3. Sekarang misalkan A, menjadi medan vektor. Apakah turunan
A, adalah tensor 7

Kita harus menguji bagimana A, , mentransformasi dalam suatu perubahan sistem

koordinat. Dengan notasi dalam Bab 3, A, mentransformasi
AH' = APSL’?M/
seperti persamaan (3.5), dan oleh karena itu
A:U'/vl’/ = (Ap.r,pu,>7l,/ = Ap,oxj/x,pu, —|— Ap.r,pu,l/,.

Suku terakhir seharusnya tidak berada di sini jika kita memiliki hukum transformasi
yang benar untuk tensor. Jadi A,, adalah non tensor.

Kita dapat, bagaimanapun, memodifikasi proses diferensiasi untuk memperoleh ten-
sor. Marilah kita ambil vektor A, pada titik = dan geser vektor pada titik tersebut
menuju x + dr dengan pergeseran paralel. Ini masih merupakan vektor. Kita dapat
mengurangkannya dari vektor A, pada x + dx dan selisihnya akan menjadi vektor.

Vektor ini, terhadap orde pertama

A + dx) — [A(x) + T2 Anda”] = (A, — T2 AL)da”.

25
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Kuantitas ini adalah vektor untuk sembarang vektor dx”; oleh karena itu, dengan

teorema hasil bagi dari Bab 4, koefisien
A — 1 As

adalah tensor. Kita dapat dengan mudah membuktikan secara langsung, tensor ini
mentransformasi secara benar dalam suatu perubahan sistem koordinat.

Ini disebut turunan kovarian dari Au dan ditulis
A;,L!V = A;,L,V - ngAO(' (101)

Tanda : sebelum sufiks bawah akan selalu menyatakan turunan kovarian, sebagaimana
koma menyatakan turunan biasa.
Misalkan B, menjadi vektor kedua. Kita mendefinisikan perkalian luar A, B, untuk

memperoleh turunan kovarian
(AuB)).c = ApoBy + AuBy.o. (10.2)
Nyatanya ini adalah tensor dengan tiga sufiks. Tensor ini memiliki nilai

(AuBV):o = (A;w - F;O;o—Aa)Bu + Au<Bv,o - FgoBa)

= (A,B,), — %, A.B, —T%,A,B,.

Misalkan T}, menjadi tensor dengan dua sufiks. Tensor ini dapat dinyatakan seba-

gai jumlah suku-suku seperti A,B,, sehingga turunan kovariannya adalah
T,ul/:o = T;W,U - Ffngau - FIC/VO-T/J,CM- (103)

Aturan ini dapat diperluas terhadap turunan kovarian dari tensor Y, = dengan sem-

barang jumlah sufiks di bawah:
Y. .o = Y. o —sebuah suku I' untuk tiap-tiap sufiks. (10.4)

Dalam tiap-tiap suku I' ini kita harus membuat keseimbangan sufiks, yang cukup untuk

menetapkan bagaimana sufiks berjalan.
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Kasus sebuah skalar dicangkup dalam formula umum (10.4) dengan jumlah sufiks

dalam Y nol.

Yo=Y, (10.5)

Marilah kita menerapkan (10.3) terhadap tensor fundamental g,,. Ini memberi

e = YGuuo — Fzggau - Fgggua

Guv,e — Fuua - Fuua =0

dari (7.6). Jadi g, terhitung sebagai konstanta dalam turunan kovarian.
Formula (10.2) adalah aturan biasa yang kita gunakan untuk menurunkan sebuah
perkalian. Kita mengasumsikan aturan biasa ini berlaku juga untuk turunan kovarian

dari perkalian skalar dua vektor. Jadi
(A"B,)., = ALB, + A"B,,.,.
Kita memperoleh, menurut (10.5) dan (10.1),
(A*By) o = Ao By + AY(Byo — Iy Ba);

dan oleh karena itu

A" B, = A* B, — AT B,. (10.6)

Karena ini berlaku untuk sembarang B,,, kita memperoleh
AF = AR+ T8, A%, (10.7)

adalah formula dasar turunan kovarian dari vektor kontravarian. Simbol Christoffel
yang sama terjadi sebagaimana dalam formula dasar (10.1) untuk vektor kovarian,
tetapi sekarang terdapat tanda +. Susunan sufiks secara lengkap ditentukan dengan
persyaratan keseimbangan.

Kita dapat memperluas formalisme untuk mencangkup turunan kovarian dari sem-
barang tensor dengan sembarang jumlah sufiks atas dan bawah. Suku I' muncul untuk
tiap-tiap sufiks, dengan tanda + jika sufiks di atas dan tanda — jika sufiks di bawah.

Jika kita mengkonstraksi dua sufiks dalam tensor, suku I' terkait menghilang.
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Formula turunan kovarian dari perkalian,
(XY).o = X,oY + XY, (10.8)

sungguh berlaku umum, dengan X dan Y sembarang jenis kuantitas tensor. Pada
perhitungan g, terhitung sebagai konstanta, kita dapat menggeser sufiks ke atas atau
ke bawah sebelum diferensiasi kovarian dan hasilnya sama, jika kita menggeser sufiks
ke atas atau ke bawah setelah diferensiasi kovarian.

Turunan kovarian non tensor tak memiliki arti.

Hukum-hukum fisika harus benar dalam seluruh sistem koordinat. Mereka harus
dapat dinyatakan sebagai persamaan tensor. Kapan pun mereka mencangkup turunan
kuantitas medan, ini pasti turunan kovarian. Persamaan medan dalam fisika harus
ditulis ulang dengan turunan biasa diganti dengan turunan kovarian. Sebagai contoh,

persamaan d’Alembert OV = 0 untuk V' skalar menjadi, dalam bentuk kovarian

gHV‘/:M:V = 0.
Ini memberi, dari (10.1) dan (10.5),
9"V =10, Va) = 0. (10.9)

Bahkan jika kita bekerja dengan ruang datar (yang berarti mengabaikan medan
gravitasi) dan kita gunakan koordinat kurvalinier, kita harus menulis salah satu per-
samaan dalam bentuk turunan kovarian, jika kita ingin persamaan-persamaan tersebut

berlaku dalam seluruh sistem koordinat.



Bab 11

Tensor Kelengkungan

Dengan hukum perkalian (10.8) kita melihat, turunan kovarian sangat mirip dengan
turunan biasa. Terdapat sifat penting dari turunan biasa, yakni jika kita melakukan
dua diferensiasi berturut-turut, urutan diferensiasi tak menjadi persoalan, yang tidak,
secara umum, berlaku untuk turunan kovarian.

Marilah pertama-tama kita tinjau medan skalar S. Kita memiliki dari formula

(10.1),

S:u:y - SI}I/,V—FZ{I/SZG

— S, —T% S, (11.1)

Ini adalah simetri antara 1 dan v, sehingga dalam hal ini urutan turunan kovarian tak
jadi persoalan.
Sekarang mari kita ambil sebuah vektor A, dan terapkan dua diferensiasi kovarian

terhadapnya. Dari formula (10.3) dengan A,., untuk 7,, kita memperoleh

AV:p:O’ = Auzp,a - PSJAa:p - FS{JAV:&
= (A —T7,40) 0 = T0p(Aayp — T, As) — Tp(Ava — TpAp)

= Avpo = T8 Age —To Any = T0 Ay — As(Ty, , — To,T0 — TS TV,

vp,o Vo ap po va

Pertukarkan p dan o disini dan kurangkan dari pernyataan sebelumnya. Hasilnya
adalah
AV:p:O’ - AV:O’:p = AﬁRﬁ (112)

vpo?

29
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dimana
B8 _ 1B 6 a 70 a 1B
Rupa - Fua,p - Fup,a + Puarap - Fupraa' (113)
Sisi kiri (11.2) adalah tensor. Ini menyusul bahwa sisi kanan (11.2) adalah tensor.
Hal ini berlaku untuk sembarang vektor Ag; yakni, dengan teorema hasil bagi dalam
Bab 4, pro, adalah tensor. Tensor ini disebut tensor Riemann-Christoffel atau tensor

kelengkungan.

Tensor tersebut memiliki sifat nyata

RS = —R’ (11.4)

vpo vop*

Juga, kita dengan mudah melihat dari (11.3) bahwa

R+ RS

vpo pov

+R? =0. (11.5)

ovp

Marilah kita menurunkan sufiks 5 dan mengajukan sufiks tersebut sebagai sufiks

pertama. Kita memperoleh

Ruypo‘ = gMﬁpra - guﬁrgo,p + FSUPMOW - <p0‘>7

dimana simbol (po) digunakan untuk menyatakan suku sebelumnya dengan p dan o

dipertukarkan. Jadi

Ruvpe = Dwep — guﬁ,prgo + Fuﬁprga — (po)

Lo, — Fﬁuppga - <P‘7>>

dari (7.6). Sehingga dari (7.5)

1

Rywpo = Q(gumvn = Guoup — Gupwo + Guppo) + Fgwl—‘fp - Pﬂuprfa- (11.6)

Beberapa simetri lanjut sekarang menunjukkan; katakanlah,

R/Jl/po = _Ryppo' (117)

dan

R,ul/po = Rpo,ul/ = RUpVM' (118)

Hasil seluruh simetri ini adalah, dari 256 komponen R hanya 20 komponen yang

UV po 9

tak gayut.
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Syarat Ruang Datar

Jika ruang adalah datar, kita dapat memilih sistem koordinat yang rektilinier, dan
kemudian ¢, konstan. Tensor R,,,, kemudian lenyap.

Kebalikannya, jika R lenyap, kita dapat membuktikan bahwa ruang adalah

(w po
datar. Mari kita ambil vektor A, yang ditempatkan pada titik = dan menggesernya
dengan pergeseran paralel ke titik x + dr. Kemudian geser vektor tersebut dengan
pergeseran paralel menuju titik z+dz+dz. Jika R, ,, lenyap, hasil pergeseran terhadap
vektor A, harus sama sebagaimana jika kita pertama-tama menggeser vektor tersebut,
dari x menuju x + dx, kemudian menuju x + dx + dz. Jadi kita dapat menggeser
vektor menuju titik terpisah dan hasil yang kita peroleh tak gayut lintasan terhadap
titik terpisah tersebut. Oleh karena itu, jika kita menggeser vektor awal A, pada x
menuju seluruh titik dengan pergeseran paralel, kita memperoleh medan vektor yang
memenuhi A,., = 0, atau

Auw =T, A,. (12.1)

Dapatkah medan vektor tersebut menjadi gradien skalar ? Marilah kita ajukan

A, =S, dalam (12.1). Kita memperoleh

I (12.2)

pr 50"

Pada perhitungan simetri I', dalam sufiks bawah, kita memiliki nilai yang sama untuk

S . sebagaimana S, dan persamaan (12.2) integrabel.
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Marilah kita ambil empat skalar tak gayut yang memenuhi (12.2) dan misalkan kita
mengambil skalar-skalar tersebut menjadi koordinat-koordinat z® dari sistem koordi-

nat baru. Maka

a/

70..

o

xv/»“’

I,z
Menurut hukum transformasi (3.7),

/

_ o B
Gir = Garpr oy
Diferensiasikan persamaan ini berhubungan dengan x”, kita memperoleh

o B _ o B o B
Jury = Go'p' T T\ = ga'ﬁ'(x,uux,)\ +x,ux,)\u)

- c o B o' o 3
- ga'ﬁ'(ruyl‘,a‘r,)\ + x,uFAux,a)

go)\FZy + guoriy = F)\pu + F;L)\u = v

dari (7.6). Jadi
ga/ﬁlwll’il'g\ = 0.

Ini menyusul bahwa g, 3, = 0. Merujuk pada sistem koordinat baru, tensor funda-

mental adalah konstan. Jadi, kita memiliki ruang datar merujuk koordinat rektilinier.
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Relasi Bianci

Untuk berurusan dengan turunan kovarian kedua dari sebuah tensor, ambil pertama-

tama kasus dimana tensor adalah perkalian luar dari dua vektor A,B,. Kita memiliki

(AMBT):/):O' = (A;,L:pBT+AMBTZp)IO'

= A BT + A,u,:pBT:U + A,u:oBT:p + A,uBT:p:U-

pipio
Sekarang pertukarkan p dan o dan kurangkan. Kita memperoleh dari (11.2)

(A/JBT>ZPZO' - (A,u,BT):o:T == AQRQ

oo T T, R}

TPO "

Sebuah tensor umum 7). dapat dinyatakan sebagai penjumlahan suku-suku seperti

A, B;, sehingga hal ini harus memenuhi

T;rr:p:a

- Tw’:a:p - TaTRa

ppo

+T,a R (13.1)

TPO*

Sekarang ambil 7},; menjadi turunan kovarian vektor A,.,. Kita memperoleh

A

_ o
wTipio T Au:r:a:p - AQ’I’TRMPJ

+ Ay RY

TpPOo "

Dalam formula ini lakukan permutasi siklik 7, p, o dan tambahkan tiga persamaan yang

berlaku. Sisi sebelah kiri memberi

A — Ajopir + permutasi siklik = (AR

WU):T + permutasi siklik

Qip:oiT

= Aoz:TRa

npo

+ AuR},,., + permutasi siklik

po:T
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(13.2)

Sisi kanan memberi

Aa:TRa

"o T permutasi siklik. (13.3)
sebagai suku sisa yang hilang dari (11.5). Suku pertama (13.2) saling menghapus

dengan (13.3) dan kita ditinggali dengan

AR

por T+ permutasi siklik = 0.

Faktor A, terjadi di seluruh persamaan ini dan dapat dihilangkan. Kita ditinggali
dengan
Rf}fﬂO’:’T _'_ R;‘LO’TZP _'_ R;‘LTPZU = O. (134)

Tensor kelengkungan memenuhi persamaan diferensial ini sebaik seluruh relasi

simetri dalam Bab 11. Mereka dikenal sebagai relasi Bianci.
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Tensor Ricci

Marilah kita mengkonstraksi dua sufiks dalam R, ,,. Jika kita mengambil dua
sufiks berkaitan dengan sufiks antisimetri, kita memperoleh nol, tentunya. Jika kita
mengambil sembarang sufiks lain kita peroleh hasil yang sama, terpisah dari tanda,
dikarenakan simetri (11.4), (11.7), dan (11.8). Marilah kita mengambil yang pertama
dan terakhir dan mengajukan

Ry, = R
Ini disebut tensor Ricci.

Dengan mengalikan (11.8) dengan ¢g"? kita memperoleh
Rup = Rpl/' (141)

Tensor Ricci adalah simetri.

Kita dapat mengkonstraksi lagi dan membentuk
9"R,, = R, = R,

katakanlah. R adalah skalar dan disebut kelengkungan skalar atau kelengkungan total.
Ini didefinisikan dalam cara demikian sehingga R bernilai positip untuk permukaan
bola dalam tiga dimensi, sebagaimana dapat kita periksa dengan perhitungan langsung.

Relasi Bianchi (13.4) mencangkup lima sufiks. Misalkan kita mengkonstraksi sufiks

tersebut dua kali dan memperoleh relasi dengan satu sufiks non boneka. Ajukan 7 = «
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dan kalikan dengan ¢g*”. Hasilnya adalah

gup(Rzpa:a + Rgaoz:p + Rgozp:a) =0
atau
<gHPRE‘pU>:a + (g“pRzaa)ip + (gupRzap>iU = 0 (142)
Sekarang

gupRzéPU = gupgaﬁRﬁllPU = gupgaﬁRuﬁap = gaBRﬁa = Rg-
Kita dapat menulis RS dengan sufiks-sufiks, satu sufiks di atas sufiks lain pada perhi-

tungan R,, menjadi simetri. Persamaan (14.2) sekarang menjadi
Rgo + (9" Byo)p — Ro = 0
atau
2R, — R, =0,
adalah relasi Bianci untuk tensor Ricci. Jika kita menaikkan sufiks o, kita memperoleh

1
(R7 = 59" R).0 = 0. (14.3)

Pernyataan eksplisit untuk tensor Ricci adalah, dari (11.3)

Ry =T%,,—T0,  —ToT0 +10. 10 . (14.4)

pa,y v, o
Suku pertama di sini tidak muncul menjadi simetri dalam p dan v, meskipun tiga suku
lain dengan nyata muncul. Untuk mengukuhkan bahwa suku pertama adalah sungguh
simetri kita memerlukan sedikit kalkulasi.

Untuk mendiferensiasi determinan g kita harus mendiferensiasi tiap-tiap elemen gy,

di dalamnya dan kemudian mengalikan dengan kofaktor gg**. Jadi

g,u = gg)\ug)\u,u- (145)
Oleh karena itu
by
Fﬁ,u = g MF)\V},L
1
= égAH<g>\V7M + Dy — g,ul/,A)
1 1 1
= —g™g,,=-9 ‘g, =—(1 ”. 14.6
59" 9w =597 90 = 5(l0g 9), (14.6)

Ini membuat nyata, suku pertama (14.4) adalah simetri.
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Hukum Gravitasi Einstein

Hingga saat ini pekerjaan kita seluruhnya adalah matematika murni (terpisah dari
asumsi fisis bahwasannya lintasan partikel adalah geodesik). Ini telah dilakukan uta-
manya pada abad yang lalu dan diterapkan ke ruang lengkung dalam sembarang jumlah
dimensi. Tempat dimana jumlah dimensi akan muncul dalam formalisme adalah dalam
persamaan

g;, = jumlah dimensi.

Einstein membuat asumsi, dalam ruang kosong
R, = 0. (15.1)

Relasi ini memenuhi hukum gravitasinya. ”Kosong” disini berarti tak ada materi
yang hadir dan tak ada medan fisis kecuali medan gravitasi. Medan gravitasi tidak
mengganggu kekosongan. Medan yang lain mengganggu kekosongan. Syarat ruang
kosong berlaku dalam aproksimasi yang baik untuk ruang antar planet dalam sistem
matahari dan persamaan (15.1) berlaku di sana.

Ruang datar dengan nyata memenuhi (15.1). Geodesik adalah garis lurus, sehingga
partikel bergerak sepanjang garis lurus. Dimana ruang tidak datar, hukum Einstein
mengajukan pembatasan pada kelengkungan. Dikombinasi dengan asumsi, planet-
planet bergerak sepanjang geodesik, ini memberi informasi tentang gerak mereka.

Pada pandangan pertama hukum gravitasi Einstein tidak nampak seperti hukum
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gravitasi Newton. Untuk melihat keserupaannya, kita harus melihat g,, sebagai poten-
sial yang menggambarkan medan gravitasi. Terdapat sepuluh darinya, sebagai ganti
hanya satu potensial dari teori Newton. Mereka menggambarkan tak hanya medan
gravitasi, tetapi juga sistem koordinat. Medan gravitasi dan sistem koordinat tercam-
pur padu dalam teori Einstein, dan kita tak dapat mendeskripsikan salah satu tanpa
yang lain.

Amati g,, sebagai potensial, kita menemukan bahwa (15.1) muncul sebagai per-
samaan medan. Mereka seperti persamaan medan biasa dalam orde kedua, karena
turunan kedua muncul dalam (14.4), sebagaimana simbol Christoffel mencangkup tu-
runan pertama. Mereka tak seperti persamaan medan biasa yakni mereka tak linier;
jauh dari itu. Ketaklinieran berarti, persamaan-persamaan adalah kompleks dan rumit

untuk diperoleh solusi akurat.
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Aproksimasi Newtonian

Marilah kita tinjau medan gravitasi statik dan merujuk medan gravitasi statik
tersebut terhadap sistem koordinat statik. g,, kemudian konstan terhadap waktu,

9,0 = 0. Lebih jauh, kita harus memiliki
gm0:07 (m: 17273)'7

Ini menuju

00:(

g =0, g goo) ",

dan ¢"™" adalah matriks resiprok terhadap ¢,,,. Sufiks roman seperti m dan n selalu
mengambil nilai 1,2,3. Kita menemukan bahwa I',,0, = 0, dan oleh karena itu juga
re, = 0.

Misalkan kita mengambil sebuah partikel yang bergerak lambat, dibanding ke-
cepatan cahaya. Maka v™ adalah kuantitas kecil, orde pertama. Dengan mengabaikan
kuantitas orde kedua,

goov02 =1L (16-1)

Partikel akan bergerak sepanjang geodesik. Dengan mengabaikan kuantitas orde

kedua, persamaan (8.3) menghasilkan

dvm m 02 mn 2
I = —FOOUO = —q Tnoovo
1

_ mn 02
= 59 Joo,n U -
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Sekarang

dv™  dv"dxt dv™
_ _ v

ds  dx* ds dx0

terhadap orde pertama. Jadi

d,Um 1 mn 0 mn 1/2
0 29 YoonV =g (Goo " )m (16.2)

dengan bantuan (16.1). Karena g,, tak gayut z°, kita dapat menurunkan sufiks m

disini dan memperoleh
dv,,

=5 = (900" (16.3)

Kita melihat, seakan-akan partikel bergerak dalam pengaruh potensial gool/ ?. Kita
tidak menggunakan hukum Einstein untuk memperoleh hasil ini. Kita sekarang meng-
gunakan hukum Einstein untuk memperoleh syarat bagi potensial, sehingga itu dapat
dibandingkan dengan hukum Newton.

Misalkan kita anggap medan gravitasi lemah, sehingga kelengkungan ruang adalah
kecil. Maka kita dapat memilih sistem koordinat kita sehingga kelengkungan garis
koordinat (masing-masing dengan tiga konstanta ) adalah kecil. Dalam syarat ini g,,,
secara aproksimasi konstan, dan g,, , dan seluruh simbol Christoffel adalah kecil. Jika

kita menghitung mereka dari orde pertama dan mengabaikan kuantitas orde kedua,

hukum Einstein (15.1) menjadi, dari (14.4)
e, —T%., =0

pov,v J7 76"

Kita dapat mengevaluasi hal ini sangat tepat dengan mengkonstraksi (11.6) dengan p

dan p dipertukarkan dan abaikan suku-suku orde kedua. Hasilnya adalah

9” (Yoo = Gvoup = Gupwo + Guvpo) = 0. (16.4)
Sekarang ambil 1 = v = 0 dan gunakan syarat, g,, tak gayut 2°. Kita memperoleh
9" 900,mn = 0. (16.5)
Persamaan d’Alembert (10.9) menjadi, dalam aproksimasi medan lemah,

gV = 0.
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Dalam kasus statik persamaan ini mereduksi ke persamaan Laplace
gmann =0.

Persamaan (16.5) hanya mengatakan pada kita, goo memenuhi persamaan Laplace.
Kita dapat memilih satuan waktu kita sehingga ggg secara aproksimasi adalah sat-

uan. Kemudian kita dapat mengajukan

dengan V kecil. Kita memperoleh gééZ = 1+V dan V menjadi potensial. Ini memenuhi

persamaan Laplace, sehingga V' ini dapat diidentifikasi dengan potensial Newtonian,
sama dengan —m/r untuk massa m pada titik asal. Untuk memeriksa tanda, kita lihat
(16.2) menuju

percepatan = —grad V,

karena ¢"" memiliki elemen diagonal secara aproksimasi —1.

Kita melihat, hukum gravitasi Einstein menuju hukum gravitasi Newton ketika
medan lemah dan ketika medan statik. Sukses teori Newton dalam penjelasan gerak
planet-planet dapat jadinya dipertahankan. Aproksimasi statik adalah sesuatu yang
bagus karena kecepatan planet-planet adalah kecil dibanding dengan kecepatan cahaya.
Aproksimasi medan lemah adalah aproksimasi yang bagus karena ruang sangat dekat
datar. Marilah kita tinjau beberapa orde besarnya.

Nilai 2V pada permukaan bumi menjadi orde 107%. Jadi goo yang diberikan oleh
(16.6) sangat dekat dengan 1. Bahkan, perbedaannya dari 1 cukup besar untuk meng-
hasilkan efek gravitasi yang penting yang kita lihat di bumi. Ambil jari-jari bumi
berorde 10 cm, kita menemukan bahwa gog ,, berorde 10~ ¥%cm ™!, Keberangkatan dari
kedataran jadinya secara ekstrim kecil. Akan tetapi, ini harus dikalikan dengan kuadrat
kecepatan cahaya, katakanlah 9x 10%°(cm /sec)?, untuk memberikan percepatan dikare-
nakan gravitasi pada permukaan bumi. Jadi percepatan ini, sekitar 10% cm/sec?, cukup
layak, meskipun keberangkatan dari kedataran jauh begitu kecil untuk diamati secara

langsung.
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Pergeseran Merah Gravitasi

Marilah kita mengambil lagi medan gravitasi statik dan meninjau sebuah atom
dalam keadaan diam, memancarkan radiasi monokromatik. Panjang gelombang cahaya
terkait dengan As tertentu. Karena atom dalam keadaan diam, kita memiliki, untuk

sistem koordinat statik sebagaimana dalam Bab 16,
As® = 900A9€027

dimana Az adalah periode, yakni, waktu antara puncak-puncak gelombang berurutan
merujuk pada sistem koordinat statik kita.

Jika cahaya menjalar ke tempat lain, Az® akan tetap konstan. Az ini tak akan
menjadi sama sebagaimana periode garis spektral yang sama diemisikan atom lokal,
yang akan menjadi As lagi. Periode gayut potensial gravitasi goy di tempat cahaya
diemisikan:

A 900—1/2'

Garis spektral akan digeser dengan faktor g0071/ ? ini.

Jika kita menggunakan aproksimasi Newtonian (16.6), kita memperoleh
Az’ 1 -V,

V' akan menjadi negatip di tempat medan gravitasi kuat, seperti permukaan matahari,

sehingga cahaya yang diemisikan bergeser merah ketika dibandingkan dengan cahaya
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terkait yang diemisikan di bumi. Efek ini dapat diamati dengan cahaya matahari, tetapi
agaknya tertutupi oleh efek fisis lain, semisal efek Doppler yang muncul dari gerak
atom beremisi. Efek pergeseran merah menjadi lebih baik diamati dengan cahaya yang
diemisikan bintang katai putih (white dwarf star), dimana kerapatan materi yang tinggi

dalam bintang menaikkan potensial gravitasi yang sangat kuat pada permukaannya.
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Solusi Schwarzschild

Persamaan Einstein untuk ruang kosong adalah persamaan tak linier, karena itu
sangat kompleks, dan sulit diperoleh solusi akurat persamaan tersebut. Terdapat,
bagaimanapun, satu kasus khusus yang dapat disolusi tanpa terlalu banyak kesulitan;
disebut, medan simetri bola statik yang dihasilkan oleh benda simetri bola dalam
keadaan diam.

Syarat statik berarti, dengan sistem koordinat statik, g,, tak gayut waktu 2° atau
t dan juga go,, = 0. Koordinat ruang dapat diambil menjadi koordinat kutub bola
2! = r.2? = 0,22 = ¢. Bentuk paling umum ds? yang sesuai dengan simetri bola
adalah

ds®* = U dt* =V dr* — Wr*(d6? + sin® § d¢?),

dimana U, V', dan W hanya fungsi r. Kita dapat mengganti r dengan sembarang fungsi
r tanpa mengganggu simetri bola. Kita menggunakan kebebasan ini untuk menyeder-
hanakan segala sesuatunya sebanyak mungkin, dan susunan yang paling sesuai adalah

yang memiliki W = 1. Pernyataan untuk ds? kemudian dapat ditulis
ds® = e dt* — e*dr?* — r?df* — r?sin® 0 d¢?, (18.1)

dengan v dan A hanya fungsi r. Mereka harus dipilih untuk memenuhi persamaan

Einstein.
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Kita dapat membaca nilai g, dari (18.1), katakanlah,

2 —2\ 2 2 .+ 2
oo =e, gu=—€ ", ga=-—T", gs3=—r-sin“0,

dan

G =0 untuk p # v.

Kita menemukan

dan

g"" =0 untuk p#v.

Sekarang perlu menghitung simbol Christoffel I/ . Banyak simbol tersebut yang
lenyap. Salah satu simbol yang tidak lenyap adalah, dengan aksen yang menyatakan

turunan terkait r,

1—%0 — V/62u—2)\ 1—\?0 — l//
Iy =N I =T} =r"
ry, =—re IS, = cot 0
F§3 = —rsin?f e F§3 = —sin 0 cos 6.

Pernyataan-pernyataan ini disubstitusi ke dalam (14.4). Hasilnya adalah

" i 2 2V 2Uv—2\
Ryo=|—-v +\V —v:—— e , (18.2)
T
" ! 2AI
Rll =V — )\IVI +v 2 _ 7 (183)
Ry = (L+7/ —rN)e? —1 (18.4)

_ 12
R33 = Rop sin“ 0,

dengan komponen lain dari R, lenyap.
Hukum gravitasi Einstein menghendaki pernyataan-pernyataan ini lenyap. Pelenya-
pan (18.2) dan (18.3) merujuk
N+ =0.
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Untuk nilai besar r, ruang secara aproksimasi harus menjadi datar, sehingga A dan v

keduanya menuju nol ketika » — oco. Ini mengikuti bahwa
A+v=0.
Pelenyapan (18.4) sekarang memberikan
(1+2r/)e* =1

atau

(re*) = 1.

Jadi

re* =r —2m,

dimana m adalah konstanta integrasi. Ini juga membuat (18.2) dan (18.3) lenyap.
Sekarang kita peroleh

=1-—. 18.5

Joo , ( )

Aproksimasi Newtonian harus berlaku untuk nilai » besar. Bandingkan (18.5) den-
gan (16.6), kita melihat konstanta integrasi m yang muncul dalam (18.5) hanya massa
pusat benda yang menghasilkan medan gravitasi.

Solusi lengkap adalah

2 2m '
ds* = (1 — Tm) dt* — <1 — Tm> dr? —r* d6* — r*sin® 0 do¢?. (18.6)

Ini dikenal sebagai solusi Schwarzschild. Solusi ini berlaku di luar permukaan benda
yang menghasilkan medan, dimana tak ada materi. Jadi, solusi ini berlaku cukup
akurat di luar permukaan bintang.

Solusi (18.6) menunjukkan koreksi kecil dalam teori Newton untuk gerak planet
mengelilingi Matahari. Koreksi ini cukup besar hanya dalam kasus Merkurius, plan-
et terdekat, dan koreksi ini menjelaskan ketaksesuaian gerak planet ini dengan teori

Newton. Jadi koreksi tersebut memberi penegasan yang kuat teori Einstein.
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Lubang Hitam

Solusi (18.6) menjadi singular pada r = 2m, karena kemudian ggy = 0 dan g¢y; =
—o0. Ini akan nampak, r» = 2m menyatakan jari-jari minimum bagi benda bermassa
m. Tetapi penelitian lebih dekat menunjukkan, hal ini tidaklah demikian.

Tinjau sebuah partikel yang jatuh menuju pusat benda dan misalkan vektor ke-
cepatan adalah v* = dz*/ds. Marilah kita anggap, benda tersebut jatuh secara radial,

sehingga v? = v® = (0. Gerak ditentukan oleh persamaan geodesik (8.3):

dv®

_ 0 v _ _ 00 v
= =L, 0" = =g Touv*v

dgoo
= -9 goowov gOO s .

Sekarang g% = 1/ggo, sehingga kita memperoleh

dUO ngO 0
Googs T gs v =

Ini mengintegrasi terhadap
goov° = k,

dengan konstanta k. Ini adalah nilai goy dimana partikel mulai jatuh.
Lagi, kita memiliki

v 02 12
1 = guv"v” = goov~ + gnv

A7
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Kalikan persamaan ini dengan ggy dan gunakan ggpogi1; = —1, yang kita peroleh dalam

bab terakhir, kita menemukan

2
k2—U12:g00:1——m.
T

Untuk benda jatuh v! < 0, dan oleh karena itu

Sekarang
dt o 2m\ " 2m\ '/
dt_ e\ (e 2T
dr vt r r
Misalkan kita anggap partikel dekat dengan jari-jari kritis, sehingga r = 2m+-< dengan

¢ kecil, dan misalkan kita abaikan 2. Maka

dt _2m 2m

dr ¢ r—2m’

Ini mengintegrasi terhadap
t = —2m log(r — 2m) + konstanta.

Jadi, ketika r — 2m, t — oo. Partikel mengambil waktu tak hingga untuk mencapai
jari-jari kritis r = 2m.

Misalkan kita anggap partikel mengemisikan cahaya dengan garis spektral tertentu,
dan teramati oleh pengamat pada nilai r besar. Cahaya digeser merah dengan faktor
90071/ > = (1 —2m/r)""/2. Faktor ini menjadi tak hingga ketika partikel mendekati
jari-jari kritis. Seluruh proses fisis pada partikel akan teramati menjadi lebih dan lebih
lambat ketika partikel mendekati » = 2m.

Sekarang tinjau seorang pengamat bergerak dengan partikel. Skala waktunya diukur

—1/2
ds—i:_(k2_1+2_m) /’
T

dr ol

dengan ds. Sekarang

dan hal ini menuju —k~! ketika r menuju 2m. Jadi partikel mencapai r = 2m sete-
lah selang waktu proper terbatas bagi pengamat. Pengamat yang bergerak berumur

terbatas ketika ia mencapai r = 2m. Apa yang akan terjadi terhadapnya setelah itu
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? Dia dapat melanjutkan pelayaran melalui ruang kosong ke dalam nilai r yang lebih
kecil.

Untuk menguji kontinuasi solusi Schwarzschild terhadap nilai r < 2m, perlu di-
gunakan sistem koordinat tak statik, sehingga kita memiliki g,, yang berubah-ubah
dengan koordinat waktu. Kita mempertahankan koordinat # dan ¢ tak berubah, tetapi

sebagai ganti ¢t dan r kita gunakan 7 dan p, didefinisikan dengan

T=t+ f(r), p=t+g(r), (19.1)

dimana fungsi f dan g adalah pada penyelesaian kita.
Kita memiliki, dengan menggunakan lagi aksen untuk menyatakan turunan berkai-
tan dengan r,

2m

2
“Rdp? = (dt+ fdr)? — =2 (dt + gldr)?
T T
2m

= < ) dt? + 2 (f’ = Q—mg') dtdr + (f’2 - 2—mg'2> dr?
T T

— (1 — —) dt? — (1 — 277”)1 dr. (19.2)

jika kita memilih fungsi f dan g untuk memenuhi

dr? —

r="" (19.3)

dan

m o <1 _ 2_m>_ _ (19.4)

T r

Eliminasi f dari persamaan-persamaan ini menghasilkan

q = (ﬁ)m (1 = 277")_1 . (19.5)

Untuk mengintegrasikan persamaan ini, ajukan r = y? dan 2m = a?.

Dengan r > 2m
kita memiliki y > a. Kita sekarang memiliki

dg dg 2y* 1
Dogy P~
dy dr a y?— a?

yang menghasilkan

2
g=—1y°+2ay — anog&. (19.6)
3a Yy —
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Akhirnya, kita memperoleh dari (19.3) dan (19.5)

yang mengintegrasi dengan

2 1 4,
eWom g—rf=p (19.7)

Jadi
r=p(p—7)*", (19.8)

dengan

3 2/3
W= <§\/ Zm) .
Dalam cara ini kita melihat bahwa kita dapat memenuhi syarat (19.3) dan (19.4)

dan juga kita dapat menggunakan (19.2). Substitusikan ke dalam solusi Schwarzschild

(18.6), kita memperoleh

2m .
—5 dp® — 1i2(p — 7)Y3(d6? + sin® 9dp?). (19.9)

p(p =)

ds® = dr? —

Nilai kritis = 2m berkaitan, dari (19.7), hingga p — 7 = 4m/3. Tak ada singularitas
dalam metrik (19.9).

Kita tahu, metrik (19.9) memenuhi persamaan Einstein untuk ruang kosong dalam
daerah r > 2m, karena metrik ini dapat ditransformasi ke solusi Schwarzschild dengan
perubahan koordinat belaka. Kita dapat menyimpulkan, metrik ini memenuhi per-
samaan Einstein juga untuk r < 2m dari kontinuitas analitik, karena metrik ini tidak
mencangkup sembarang singularitas pada r = 2m. Ini dapat berlanjut untuk berlaku
benar sampai r = 0 atau p — 7 = 0.

Singularitas muncul dalam hubungan antara koordinat baru dan koordinat mula-
mula, persamaan (19.1). Tetapi sekali kita mengukuhkan sistem koordinat baru kita
dapat mengabaikan sistem koordinat sebelumnya dan singularitas tak lagi muncul.

Kita melihat, solusi Schwarzschild untuk ruang kosong dapat diperluas menuju
daerah r < 2m. Tetapi daerah ini tak dapat berkomunikasi dengan ruang r > 2m.

Sembarang sinyal, bahkan sinyal cahaya, akan mengambil waktu tak hingga untuk
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melintasi batas r = 2m, sebagaimana dapat dengan mudah kita periksa. Jadi, kita tak
dapat memiliki pengetahuan observasi langsung dari daerah r < 2m. Daerah demikian
disebut lubang hitam, karena segala sesuatu dapat runtuh ke dalamnya (ambil waktu
tak hingga, dengan jam kita, untuk melakukan itu) tetapi tak ada yang dapat keluar.

Pertanyaan muncul, apakah daerah demikian dapat sungguh-sungguh ada. Seluruh
yang dapat kita katakan secara definitif adalah persamaan Einstein memperkenankan-
nya. Objek stelar masif dapat runtuh berjari-jari sangat kecil dan gaya gravitasinya
kemudian begitu kuat, sehingga tak ada gaya fisis yang dikenal dapat mempertahankan
mereka dalam pengendalian dan mencegah keruntuhan lebih lanjut. Ini akan nampak
bahwa itu harus runtuh ke dalam lubang hitam. Ini akan mengambil waktu tak hingga
untuk melakukan yang demikian dengan jam kita, tetapi hanya waktu berhingga secara

relatif menuju keruntuhan materi itu sendiri.
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Rapat Tensor

Dengan transformasi koordinat, elemen volume berdimensi empat mentransformasi

menurut hukum

dz® dz" da? da® = da® da* da® dz® J, (20.1)

dimana J adalah Jacobian

/ ! / !
A2V 2V 2% 1) _ .
= determinan dari z

J = .
O(20z1x2x3) “

Kita dapat menulis (20.1)
ds’ = J d*z (20.2)

sebagai ringkasan.
Sekarang
Gas = oG Ty
Kita dapat memandang sisi kanan sebagai perkalian tiga matriks, matriks pertama
memiliki baris yang ditentukan dengan a dan kolom ditentukan dengan p/, matriks ke-
dua memiliki baris yang ditentukan dengan p’ dan kolom dengan v/, dan matriks ketiga
memiliki baris yang ditentukan dengan v’ dan kolom dengan 3. Perkalian ini menya-
makan matriks g,3 pada sisi kiri. Persamaan terkait harus berlaku antar determinan;

oleh karena itu

g=Jg J

D2
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atau
g=J%q.
Sekarang g adalah sebuah kuantitas negatip, sehingga kita dapat membentuk /—g,

ambil nilai positip untuk akar kuadrat. Jadi

V=9=Jy—¢. (20.3)
Anggap S adalah sebuah kuantitas medan skalar, S = S’. Maka
/S\/—_g dz = /S\/TQ/ Jd43;:/5’\/_79/ d*a’,
jika daerah integrasi untuk x’ berhubungan dengan x. Jadi

/S\/—g d*r = invarian. (20.4)

Kita menyebut S+/—g sebagai rapat skalar, berarti suatu kuantitas yang integralnya
invarian.
Dengan cara serupa, untuk sembarang medan tensor T kita dapat menyebut

TH\/—g sebagai rapat tensor. Integral

/ T /=g d*x
adalah tensor jika daerah asal integrasi kecil. Ini bukan tensor, jika daerah asal integrasi
tidak kecil, karena tensor ini kemudian terdiri dari penjumlahan tensor-tensor yang
ditempatkan pada titik-titik berbeda dan titik-titik tersebut tidak mentransformasi
dengan sembarang cara yang sederhana dalam transformasi koordinat.

Kuantitas /—g akan banyak digunakan nanti. Sebagai ringkasan kita akan menulis

kuantitas tersebut secara sederhana sebagai /. Kita memiliki

979, =2V,
Jadi formula (14.5) memberi
1
V=5V D (20.5)

dan formula (14.6) dapat ditulis

M=V, (20.6)
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Teorema Gauss dan Stokes

Vektor A" memiliki divergensi kovarian A* , sebuah skalar. Kita memiliki
v o —1 v
A*ﬁu = Af; + Pf;uA = Af; ++ \/,VA )

Jadi
AL = (A")) (21.1)

Kita dapat mengajukan A* untuk S dalam (20.4), dan kita memperoleh invarian

/ AR Jd'e = / (A" d'z.

Jika integral diambil meliputi volume berhingga (empat dimensi), sisi kanan dapat
diubah oleh teorema Gauss menjadi integral permukaan batas tiga dimensi) dari suatu
volume.
Jika A" = 0, kita memiliki

(A"\/) =10 (21.2)
dan relasi ini memberi kita hukum kekekalan; katakanlah, kekekalan fluida yang ker-
apatannya A%/ dan alirannya diberikan oleh vektor tiga dimensi A™./(m = 1,2,3).
Kita dapat mengintegrasi (21.2) meliputi suatu volume V' tiga dimensi terbentang pada

waktu tertentu 2°. Hasilnya adalah

( / A/ di"’x)0 = - / (A"™)) md>

= integral permukaan pada batas V.

o4
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Jika tak ada arus yang melintasi batas V, [ A°y/ d*z adalah konstan.

Hasil ini untuk vektor A* tak dapat diambil menjadi suatu tensor dengan lebih dari
satu sufiks, secara umum. Ambil sebuah tensor dua sufiks Y#”. Dalam ruang datar
kita dapat menggunakan teorema Gauss untuk menyatakan [ Y“”,Vd‘lx sebagai integral
permukaan, tetapi dalam ruang lengkung kita tak dapat, secara umum, menyatakan
JY#r \/d*z sebagail integral permukaan. Perkecualian terjadi untuk tensor antisimetri
Fr = — Ve,

Dalam hal ini kita memiliki
F¥, = P, 4 TH, PP 4 T, P,
sehingga

B, = P+ T PP+ T P

= FMV,U + \/—1\/71) Jali
dari (20.6). Jadi

Fo ) = (PP ), (21.3)
Oleh karena itu [ F* ,/d*z = sebuah integral permukaan, dan jika F*,, = 0 kita
memiliki hukum kekekalan.

Dalam hal simetri Y# = Y"* kita dapat memperoleh persamaan terkait dengan

suku ekstra, asalkan kita meletakkan salah satu sufiks di bawah dan berhubungan

dengan Y,”,. Kita memiliki
Y, o =Y, =TV, + .Y,
Ajukan ¢ = v dan gunakan (20.6), kita memperoleh
v v —1 a av
Y, =YtV VY TapY™.

Karena Y*” adalah simetri, kita dapat mengganti I',,,, dalam suku terakhir dengan

1 1
§<Faup + sza,u) = égau,,u
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dari (7.6). Jadi kita memperoleh

14 v 1 (6%
Yu :y\/ = (Yu \/)W - §gaﬁ,uy 6\/ (214)
Untuk vektor kovarian A, kita memiliki

A/J,:l/ - AV:;L = A,u,l/ -1 Ap - (Ay”u, - Flp/,/J,AP) = A'u,y - Ay“u- (215)

1%

Hasil ini dapat dinyatakan: curl kovarian sama dengan curl biasa. Ini berlaku hanya
untuk vektor kovarian. Untuk vektor kontravarian kita tak dapat membentuk kurl,
karena sufiks-sufiks tak akan seimbang.

Misalkan kita ambil 4 = 1, = 2. Kita memperoleh

Ajg — Aoy = Aip — Ag .

Misalkan kita mengintegrasikan persamaan ini meliputi suatu luasan permukaan z° =

konstanta, x® = konstanta. Dari teorema Stokes kita peroleh

//(ALZ — Agy) datdz® = //(Al,z — A1) dztda?

= / (A; dz' + Ay da®) (21.6)

diintegrasikan meliputi perimeter luasan. Jadi kita memperoleh integral keseluruhan
perimeter disamakan terhadap fluks yang melintasi permukaan dibatasi perimeter.
Hasil harus berlaku umum dalam seluruh sistem koordinat, tak hanya persamaan per-
mukaan, 2 = konstanta, 2% = konstanta.

Untuk memperoleh cara invarian penulisan hasil, kita memperkenalkan formula
umum untuk elemen permukaan dua dimensi. Jika kita mengambil dua vektor kon-
travarian kecil £# dan (*, elemen luas permukaan yang mereka bagi ditentukan oleh

tensor dua indeks antisimetri
ast” = gh¢r — £ ¢H,

Jadi, jika &* memiliki komponen-komponen 0,dz!,0,0, dan ¢* memiliki komponen

0,0, dx?, 0, maka dS* memiliki komponen

dS1? = dzt da?, dSH = —dzt da?,
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dengan komponen-komponen lain lenyap. Sisi sebelah kiri (21.6) menjadi

[ [ Auuis

Sisi kanan dengan nyata [ A,dz*, sehingga formula menjadi

1
_// (AM:V - Auzu) ast = / AM dz*.
2 permukaan perimeter

o7

(21.7)
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Koordinat Harmonik

Persamaan d’Alembert untuk sebuah skalar V', katakanlah OV = 0, memberi, dari
(10.9),
g (Vi =19, V,) =0. (22.1)

pv 7o

Jika kita menggunakan sumbu rektilinier dalam ruang datar, masing-masing koordinat
empat z* memenuhi Oz* = 0. Kita dapat mensubstitusi 2* untuk V dalam (22.1).
Hasilnya, tentu, bukan persamaan tensor, karena z* bukan skalar seperti V, ini juga
hanya berlaku dalam sistem koordinat tertentu. Ini menentukan pembatasan pada
koordinat.

Jika kita mensubstitusi #* untuk V', maka untuk V,, kita harus mensubstitusi a:f‘a =
g). Persamaan (22.1) menjadi

g"'T), =0. (22.2)

Koordinat-koordinat yang memenuhi persyaratan ini disebut koordinat harmonik. Ko-
ordinat harmonik menghasilkan aproksimasi terdekat terhadap koordinat rektilinier
yvang dapat kita miliki dalam ruang lengkung. Kita dapat menggunakan koordinat
harmonik dalam sembarang soal jika kita mengharapkannya, tetapi seringkali koordi-
nat tersebut tidaklah bermanfaat karena sesungguhnya formalisme tensor dengan ko-
ordinat umum benar-benar sesuai. Untuk membahas gelombang gravitasi, koordinat

harmonik sangat bermanfaat.

o8
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Kita memiliki dalam koordinat umum, dari (7.9) dan (7.6),

gl“’ o _gﬂagyﬁ(raﬁa + Fﬁaa)
— A - g

Jadi, dengan bantuan (20.6),

(9" V.o = (—g"°T%, = g"“T%, + g™ Th5)y/.

Konstraksi dengan mengajukan ¢ = v, kita memperoleh

(9""V)w = =9"Th,/-

Sekarang kita melihat, bentuk alternatif syarat harmonik adalah

(¢"'V)» = 0.

29

(22.3)

(22.4)

(22.5)

(22.6)
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Medan Elektromagnetik

Persamaan Maxwell, sebagaimana biasa ditulis, adalah

10A
E=——— —grad 23.1
T erad ¢, (23.1)
H = curl A, (23.2)
10H
E%—t = —curl F, (23.3)
div H = 0, (23.4)
10F
z%—t = curl H — 47y, (23.5)
div E = 4mp. (23.6)

Pertama-tama, kita harus mengajukan persamaan Maxwell dalam bentuk empat-dimensi
untuk relativitas khusus. Potensial A dan ¢ membentuk vektor-empat x* dalam ke-

sesuaian dengan

K=¢, r"=A" (m=1,23).

Definisikan

Fw/ = Rupy — Ryp- (237)
Maka dari (23.1)

8/{1 _ 8/‘60 . 8/{1 _ 8/‘60
o0 Ozl 9x0  Irl

E'=—

60
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dan dari (23.2)

oKk®  OK? Ok Ok
1 _ 3 2 123
H_8x2_8x3__8x2+8x3_F23_F'

Jadi enam komponen tensor antisimetri £, menentukan kuantitas medan F dan H.
Dari definisi (23.7)

F;u/,o' + Fuo‘,u + Fau,y = 0. (238)

Ini menghasilkan persamaan Maxwell (23.3) dan (23.4). Kita memiliki
F% ,=F" =—F™ =div E=4mp (23.9)

dari (23.6). Lagi

oOE'  9oH® OH?
Fll/ — FlO F12 F13 - B
v o AT T 90 T o2 T o

= drjt. (23.10)

dari (23.5). Rapat muatan p dan rapat arus j™ membentuk vektor empat J* dalam
kesesuaian dengan

Jo=p, I =g"

Jadi (23.9) dan (23.10) mengkombinasi dalam
P, = dm b, (23.11)

Dalam cara ini persamaan Maxwell diajukan dalam bentuk empat-dimensi yang diper-
lukan oleh relativitas khusus.

Untuk menuju relativitas umum kita harus menuliskan persamaan-persamaan dalam
bentuk kovarian. Pada perhitungan (21.5) kita dapat dengan segera menulis (23.7) se-
bagai

Fw/ = KRuw — Rup-

Persamaan ini memberi kita definisi kovarian kuantitas medan F},,. Lebih jauh kita
memiliki

F;ux:a + Fuu,a - P;O;oFaV - PSUFMOJ'
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Lakukan permutasi siklik p, v, dan o serta tambahkan tiga persamaan yang didapat,

kita memperoleh

FMVZO’ + Fua:u + Fau:u = F;UJ,J + Fua,u + FO’;,L,V = 07 (2312)

dari (23.8). Sehingga dengan segera persamaan Maxwell ini berbentuk kovarian.

Akhirnya, kita harus berurusan dengan persamaan (23.11). Persamaan ini bukan
persamaan yang benar dalam relativitas umum, dan harus diganti dengan persamaan
kovarian

™ = 4 Jh, (23.13)

Dari (21.3), yang diterapkan terhadap sembarang tensor dua sufiks antisimetri, kita

memperoleh
(FM/)), = 4mJ!y/.
Dengan segera ini menuju ke

(J4) o = (A7) (FP /) = 0.

Sehingga kita memiliki persamaan seperti (21.2), yang memberi kita hukum kekekalan

kelistrikan. Kekekalan kelistrikan berlaku akurat, tak terganggu kelengkungan ruang.
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Modifikasi Persamaan Einstein

dengan Kehadiran Materi

Persamaan Einstein dalam ketiadaan materi adalah

R = 0. (24.1)
Persamaan tersebut menuju
R=0;
dan oleh karena itu
1
R — 29" R =0. (24.2)

Jika kita mulai dengan persamaan (24.2), dengan melakukan konstraksi kita peroleh
R—2R=0

dan juga kita dapat kembali ke (24.1). Kita dapat menggunakan (24.1) atau (24.2)
sebagai persamaan dasar ruang kosong.
Dalam kehadiran materi persamaan-persamaan ini harus dimodifikasi. Misalkan

kita menganggap (24.1) diubah menjadi
RM = XM (24.3)

dan (24.2) menjadi
R — Zg"R=Y", (24.4)

63
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Disini X* dan Y* adalah tensor dua indeks simetri yang menunjukkan kehadiran
materi.
Kita lihat sekarang, (24.4) adalah bentuk yang lebih sesuai, karena kita memiliki

relasi Bianci (14.3), yang mengatakan
1
(R = 5¢" R)., = 0.
Oleh karena itu, (24.4) mensyaratkan
ym = 0. (24.5)

Sembarang tensor Y yang dihasilkan oleh materi harus memenuhi syarat ini; jika
tidak, persamaan (24.4) tidak akan konsisten.

Adalah sesuai untuk memasukkan koefisien —87 dan menulis ulang persamaan
(24.4) sebagai

1
R — Sg"™ R = —8nY™". (24.6)

Kita akan menemukan, tensor Y** dengan koefisien ini ditafsirkan sebagai rapat dan
fluks energi dan momentum (non gravitasi). Y#? adalah rapat dan Y*” adalah fluks.

Dalam ruang datar, persamaan (24.5) akan menjadi

dan akan menghasilkan kekekalan energi dan momentum. Dalam ruang lengkung,
kekekalan energi dan momentum hanyalah aproksimasi. Kesalahan dianggap berasal
dari medan gravitasi yang bekerja terhadap materi dan memiliki dalam dirinya sendiri

energi dan momentum.
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Tensor Energi Materi

Anggaplah kita memiliki distribusi materi dengan kecepatan bervariasi secara kon-
tinu dari satu titik ke titik lain. Jika z* menyatakan koordinat dari elemen materi, kita
dapat mengenalkan vektor kecepatan v* = dz#/ds, yang akan menjadi fungsi kontinu

dari x, seperti fungsi medan. Vektor kecepatan ini memiliki sifat

Gu"v” =1, (25.1)
0= (gu?"v").e = gu(V'v +viv")
= 2g,V"7,.
Jadi
von = 0. (25.2)

Kita dapat memperkenalkan medan skalar p sehingga medan vektor pv* menen-
tukan kerapatan dan aliran materi seperti halnya J* menentukan kerapatan dan aliran
listrik; katakanlah, pv°y/ adalah kerapatan dan pv™,/ adalah aliran. Syarat kekekalan

materi adalah
(P*v/) =0
atau

(pv*)., = 0. (25.3)

65
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Materi yang kita tinjau akan memiliki rapat energi pv°v%y/ dan fluks energi pvv™,/,
dan dengan cara serupa rapat momentum pv"v’y/ dan fluks momentum pv"v™/.
Ajukan

T" = pvtv". (25.4)

Maka T,/ menghasilkan rapat dan fluks energi dan momentum. T disebut tensor
energi materi. Tensor ini, tentunya, simetri.

Dapatkah kita menggunakan 7" sebagai suku materi di sisi kanan persamaan Ein-
stein (24.6) ? Untuk tujuan ini kita mensyaratkan 74" = 0. Dari definisi, kita memiliki
(25.4)

T = (poh0”), = V4 (po" )y + Ut
Di sini suku pertama lenyap dari syarat kekekalan massa (25.3). Suku kedua lenyap
jika materi berpindah sepanjang geodesik, jika v* didefinisikan sebagai fungsi medan

kontinu disamping memiliki arti hanya pada satu garis dunia, kita memiliki

dvH
% = vhv".
Sehingga (8.3) menjadi

(0, + Tl =0

atau

vho” = 0. (25.5)

Kita sekarang melihat, kita dapat mensubstitusi tensor energi materi (25.4), dengan

koefisien numerik k£ yang cocok, ke dalam persamaan Einstein (24.4). Kita memperoleh
1
RM — ég“”R = kpvtv”. (25.6)

Kita sekarang menentukan nilai koefisien k. Kita menuju aproksimasi Newtonian,
mengikuti metode dari Bab 16. Kita pertama-tama mencatat, dengan mengkonstraksi
(25.6), kita memperoleh

—R = kp.

Sehingga (25.6) dapat ditulis

1
RM" = kp(vFv” — ég“”).
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Dengan aproksimasi medan lemah kita memperoleh, berkaitan dengan (16.4),

1 1
§gp (Gpow = Goup — Gupwo + Guvpa) = kp(vuv, — 59;”/)-

Kita sekarang mengambil medan statik dan distribusi materi statik, sehingga vy = 1,

vy = 0. Ajukan 4 = v = 0 dan abaikan kuantitas orde kedua, kita menemukan
1 1
—=V?g00 = =k
9 goo 5 P
atau dari (16.6)
1
VV = —Zkp.
2 p
Agar bersesuaian dengan persamaan Poisson kita harus mengambil £k = —8.
Persamaan Einstein untuk kehadiran distribusi materi dengan medan kecepatan

terbaca

1
R — —g" R = —8mpv*v”. 25.7
29 P

Jadi T diberikan oleh (25.4), dengan tepat adalah Y dari persamaan (24.6).

Syarat kekekalan massa (25.3) memberi
p:‘uvﬂ + pvﬂ H = 07

oleh karena itu
a_ o
ds Ozt

Ini syarat yang menentukan bagaimana p berubah sepanjang garis dunia dari elemen

vt = —pot . (25.8)

materi. Syarat ini memperkenankan p berubah secara sembarang dari garis dunia satu
elemen menuju elemen berikutnya. Jadi kita dapat mengambil p lenyap kecuali untuk
paket garis dunia yang membentuk tabung dalam ruang-waktu. Paket demikian akan
menyusun partikel materi berukuran berhingga. Di luar partikel kita memiliki p = 0,
dan persamaan medan Einstein untuk ruang kosong berlaku.

Ini seharusnya dicatat, jika kita mengasumsikan persamaan medan umum (25.7),
kita dapat mendeduksi darinya dua hal: (a) massa adalah kekal dan (b) massa bergerak
sepanjang geodesik. Untuk melakukan hal ini kita mencatat, bahwa (sisi sebelah kiri).,

lenyap dari relasi Bianci, sehingga persamaan menghasilkan

(pv*v”).,, =0,
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atau

v (pv”)., + poot,, = 0. (25.9)

Kalikan persamaan ini dengan v,. Suku kedua menghasilkan nol dari (25.2) dan kita
diberi dengan (pv”)., = 0, adalah persamaan kekekalan (25.3). Sekarang persamaan
(25.9) mereduksi ke v*v#, = 0, yakni persamaan geodesik. Tidaklah perlu membuat
asumsi terpisah, partikel bergerak sepanjang geodesik. Dengan partikel kecil, gerak
dikendala berada di sepanjang geodesik dengan menerapkan persamaan Einstein untuk

ruang kosong menuju ruang di sekitar partikel.



Bab 26

Prinsip Aksi Gravitasi

Perkenalkan skalar
I= /R\/ d*x (26.1)
integrasi meliputi volume empat-dimensi tertentu. Lakukan variasi kecil dg,, dalam
Juv, dengan mempertahankan g, dan turunan pertamanya konstan pada batas. Kita
akan menemukan, pengajuan 6/ = 0 untuk sembarang dg,, menghasilkan persamaan

vakum Einstein.

Kita memiliki dari (14.4)

R=g"R,, =R —L,

dimana
R* = guy<FZo,u - FZV,O’) (262)
dan
L= g“”(f‘zyfgp — FZJFZP). (26.3)

I mencangkup turunan kedua dari g,,, karena turunan kedua ini terjadi dalam R*.
Tetapi mereka hanya terjadi secara linier, sehingga mereka dapat dipindah dengan

integrasi parsial. Kita memiliki

R = (0" TN ) w = (0" T ) e = (6"V) e + (9"V) oL (26.4)
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Dua suku pertama adalah diferensial sempurna, sehingga mereka tak akan berkon-
tribusi apa pun terhadap /. Oleh karena itu, kita tetap perlu memakai hanya dua suku

terakhir dari (26.4). Dengan bantuan (22.5) dan (22.4) mereka menjadi
9T, Lo/ + (=29"°Th, + 9" Tos)T7/-
Ini hanya 2L/, dari (26.3). Sehingga (26.1) menjadi

I= /L\/ d'z,

yang hanya mencangkup g,, dan turunan pertama mereka. Ini adalah homogen dari
tingkat kedua dalam turunan pertama ini.

Ajukan £ = L./, kita mengambil ini (dengan koefisien numerik yang sesuai, diten-
tukan kemudian) sebagai rapat aksi untuk medan gravitasi. Ini bukan rapat skalar.
Tetapi ini lebih cocok ketimbang R./, rapat skalar, karena ini tidak mencangkup tu-
runan kedua dari g, .

Menurut ide lazim dari dinamika, aksi adalah integral waktu dari Lagrangian. Kita

I:/£d4x:/dx0/£dx1d:p2dx3

sehingga Lagrangian dengan nyata

memiliki

/E dxt da? dz3.

Jadi £ dapat ditinjau sebagai rapat Lagrangian (dalam tiga dimensi) sebaik rapat
aksi (dalam empat dimensi). Kita dapat memandang g, sebagai koordinat dinamik
dan turunan waktunya sebagai kecepatan. Kita kemudian melihat, Lagrangian adalah
kuadratik (tak homogen) kecepatan, sebagaimana lazimnya dalam dinamika biasa.

Kita sekarang harus mengubah £. Kita memiliki, gunakan (20.6),
5(FZ‘VF§69MV\/) - ngg(I‘gﬁguV\/) + Fflgg“”\/él“ij

= T0,0(0"V ) + Thsd (T, V) = Tos,8(9" V)

= T90(0"V ) — T050(9™V).0 — T2,T%,5(9"™)  (26.5)



BAB 26. PRINSIP AKSI GRAVITASI 71

dengan bantuan (22.5). Lagi
0(Thal0sg™ V) = 200T,0)T00™ v + Thal0s0(9" V)
= 20(Tag" V)05 — Tal0p0 (9" V)
= —0(g" V)05 — TaL0s0(g" V) (26.6)

dengan bantuan (22.3). Kurangkan (26.6) dari (26.5), kita memperoleh

0L =T%,0(9" V) e — T050(9°"\/) o + (D5, 10, — TV T )5(g" /). (26.7)

Dua suku pertama di sini berbeda dengan bentuk diferensial sempurna

_Ffl,{l/ aé(gﬂl’\/) + Fiﬁ,u(s(gw/\/) :

Sehingga kita memperoleh

61 =6 / Ldr = / R,.,6(g" /) d'z, (26.8)

dengan R,,, diberikan oleh (14.4). Dengan dg,, sembarang, kuantitas §(¢g"”/) juga tak
gayut dan sembarang, sehingga syarat (26.8) lenyap menuju hukum Einstein dalam
bentuk (24.1).

Kita dapat mendeduksi, dengan metode yang sama sebagaimana (7.9), maka
59" = —g"*g""0gag. (26.9)
Juga, berkaitan dengan (20.5), kita dapat mendeduksi
1 Q’ﬁ
NN (26.10)
Jadi
174 o UV 1 vV
39" V) = =(9""9"" = 59" 9"")v/3Gas-
Sehingga kita dapat menulis (26.8), sebagai ganti,
1
of = — / Ry (9"9" = 59"9"")0gag d'x

1
= — /(RO‘B - igO‘BR)\/égag d*z. (26.11)

Persyaratan (26.11) lenyap menghasilkan hukum FEinstein dalam bentuk (24.2).
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Aksi Distribusi Kontinu Materi

Kita akan meninjau distribusi kontinu materi yang kecepatannya bervariasi secara
kontinu dari satu titik menuju ke titik tetangga, sebagaimana kita lakukan dalam Bab
25. Kita akan menyusun prinsip aksi bagi materi ini dalam interaksinya dengan medan

gravitasi dalam bentuk

8(I, + I,) = 0, (27.1)

dimana /,, bagian aksi gravitasi, adalah I dari bab sebelumnya dengan koefisien nu-
merik x, dan I,,, bagian aksi materi, akan ditentukan sekarang. Syarat (27.1) harus
menuju persamaan Einstein (25.7) untuk medan gravitasi dengan kehadiran materi
dan persamaan gerak geodesik untuk materi.

Kita akan perlu melakukan variasi sembarang dalam posisi elemen materi untuk
melihat bagaimana ini mempengaruhi /,,,. Ini membuat pembahasan lebih jelas jika
kita pertama-tama meninjau variasi secara murni kinematik, tanpa sembarang acuan
terhadap metrik g,,. Terdapat kemudian perbedaan nyata antara vektor kovarian dan
kontravarian dan kita tak dapat mentransformasi salah satu menuju yang lain. Ke-
cepatan dideskripsikan dengan perbandingan komponen-komponen vektor kontravarian
ut, dan ini tak dapat dinormalisasi tanpa membawanya dalam metrik.

Dengan aliran kontinu materi kita memiliki vektor kecepatan u* (dengan sebuah
faktor pengali tak diketahui) pada tiap-tiap titik. Kita dapat menyusun rapat vektor

kontravarian p#, terletak dalam arah u*, yang menentukan kedua kuantitas aliran dan
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kecepatannya menurut formula:
p° dat da? da?

adalah jumlah materi dalam elemen volume da! dz? da® pada waktu tertentu dan
pt da® da? da?

adalah jumlah aliran melalui elemen permukaan dz? dz® selama interval waktu da°.

Kita akan mengasumsikan materi kekal, sehingga
P, =0. (27.2)

Misalkan kita menganggap tiap-tiap elemen materi dipindahkan dari z* menuju
M 4+ b* dengan b* kecil. Kita harus menentukan hasil perubahan p* pada titik x yang
diberikan.

Ambil pertama-tama kasus b° = 0. Perubahan jumlah materi dalam volume tiga

dimensi V' tertentu adalah minus jumlah yang dipindahkan melalui batas V:
5/ p° daot da? dad = — /pobr ds,,
v

(r = 1,2,3), dimana dS, menyatakan elemen batas permukaan V. Kita dapat men-
transformasi sisi kanan ke integral volume dengan menggunakan teorema Gauss dan

kita menemukan

6p° = —(p°b") . (27.3)

Kita harus memperumum hasil ini ke kasus 0 # 0. Kita menggunakan syarat,
jika b* sebanding p#, tiap-tiap elemen materi dipindahkan sepanjang garis dunia dan

kemudian tak ada perubahan p#. Generalisasi (27.3) dengan nyata
5p0 — (prbO - pObr),T

karena ini bersesuaian dengan (27.3) ketika b° = 0 dan menghasilkan dp° = 0 ketika b*
sebanding p*. Terdapat formula terkait untuk komponen lain p*, sehingga hasil umum
adalah

opt = (p"b* — ph'b”) . (27.4)
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Untuk mendeskripsikan aliran materi secara kontinu, kuantitas p* adalah variabel
dasar yang digunakan dalam fungsi aksi. Mereka harus divariasi dalam kesesuaian
dengan formula (27.4), dan kemudian, setelah integrasi parsial yang sesuai, kita harus
mengajukan koefisien dari tiap-tiap 0* sama dengan nol. Ini akan memberi kita per-
samaan gerak materi.

Aksi untuk partikel terisolasi bermassa m adalah

—m / ds. (27.5)

Kita melihat keperluan untuk koefisien —m dengan mengambil kasus relativitas khusus,

yang Lagrangiannya akan menjadi turunan waktu dari (27.5), katakanlah

ds dz” da\
L=-m— =-m(1-
" a0 " ( dax® dxo) ’

dijumlahkan untuk r = 1,2, 3. Ini menghasilkan momentum

0L _ da" () da"de"\T_ o’
o(dzr /da®) " dad dx® dz® T ds

sebagaimana hal ini seharusnya terjadi.

Kita memperoleh aksi untuk distribusi kontinu materi dari (27.5) yakni mengganti

m dengan p° dz!' da? dz® dan integrasikan; jadi
I, =— /po dz' da?* da® ds. (27.6)

Untuk memperoleh persamaan ini dalam bentuk yang lebih mudah dipahami, kita

menggunakan metrik dan mengajukan

P = oot/ (27.7)

dimana p adalah skalar yang menentukan kerapatan dan v* adalah vektor terdahulu

ut dinormalisasi memiliki panjang 1. Kita memperoleh

I, = —/p\/vodxldedx?’ds

= —/Nd“x,
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karena v%ds = da°.
Untuk aksi bentuk ini tidak sesuai bagi penerapan variasi, karena p,v* bukanlah
variabel tak gayut. Kita harus mengeliminasi mereka dalam suku-suku p*, yang kemu-

dian divariasi dalam bersesuaian dengan (27.4). Kita memperoleh dari (27.7)

()" = py/.
Sehingga (27.8) menjadi
== [t (27.8)
Untuk memvariasi pernyataan ini kita menggunakan

1 — 4
') = S0P WD g + 2o
1 14
= épv“v V 0 + v,0p".

Prinsip aksi (27.1) sekarang menghasilkan, dengan bantuan (26.11), yang kita ka-

likan dengan koefisien &,

601, + I,) = — /[/@(R“” - %g‘“’R) + %pv“v”]\/ Sgudie — /v“ Sptdiz.  (27.9)

Menyamakan koefisien dg,,,, menuju nol, kita memperoleh persamaan Einstein (25.7),

asalkan kita mengambil x = (167)~'. Suku terakhir menghasilkan, dengan (27.4)

—/vu(p”b“ —p“b”)wd‘lx = /vu,y(p"b" —p“b”)dA‘x
— /(UW/ — v,wp”b“d‘lx
— /(UMZV - Uuzu)pvybu\/ d4l‘

= /va,ov”b“\/ d'z (27.10)

dari persamaan (25.2). Dengan menyamakan koefisien " menuju nol, kita memperoleh

persamaan geodesik (25.5).
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Aksi Medan Elektromagnetik

Pernyataan lazim untuk rapat aksi medan elektromagnetik adalah
(8m)"Y(E* — H?).

Jika kita menuliskannya dalam notasi relativitas khusus empat-dimensi yang diberikan

dalam Bab 23, pernyataan di atas menjadi
—(16#)’1FWF“”.
Ini menuju ke pernyataan
I = —(16#)_1/FWF’“’\/ d*z (28.1)

untuk aksi invarian dalam relativitas umum. Di sini kita harus mengambil dalam
perhitungan bahwa F),, = k,,, — K, ,, sehingga I.,,, adalah fungsi dari g,, dan turunan
potensial elektromagnetik.

Misalkan kita mengubah g,,, dengan mempertahankan s, konstan, sehingga F),,

konstan tetapi F'* tidak konstan. Kita memiliki
S(FWF™ ) = FuFW5y + FuFugy/6(g"g")
1
= §FMVFqupJ\/ 5gpa - QFMVFaﬁ\/gupgaagyﬁégpa

dengan bantuan (26.10) dan (26.9). Jadi

2
= 81E"\/ 090, (28.2)

1
(5(FWF“”\/) — (_ uuFnga_QprFJV)\/(Sgpo
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dimana E*? adalah tensor stress-energi medan elektromagnetik, tensor simetri didefin-
isikan oleh

1
AT = —F° P 4 2" F, P, (28.3)

Catat bahwa dalam relativitas khusus

1
mE® = - S(B* - H?)
= _(E2 + H2)7
sehingga £ adalah rapat energi, dan
47TE01 — _F02F12 - F03F13
= E*H’- E°H?

sehingga E°" adalah vektor Poynting yang memberikan laju aliran energi.

Jika kita mengubah x,, dengan mempertahankan g.s tetap, kita memperoleh

S(F,F™\) = 2F"./ 6F,
= 4F"\/ 0K,
A Gr) — AP

= A(FM™\/ 0Ky), —4F"™ \/ 0K, (28.4)

dengan bantuan (21.3).
Penambahan (28.2 dan (28.4) dan pembagian dengan —167, kita memperoleh untuk

variasi total

e = / {—%E’W(Sg,w + (4m)TE Sk, |/ dia. (28.5)



Bab 29

Aksi Materi Bermuatan

Dalam bab sebelumnya kita meninjau medan elektromagnetik dalam ketiadaan mu-
atan. Jika terdapat muatan, suku lebih lanjut diperlukan dalam aksi. Untuk partikel

tunggal bermuatan e, aksi ekstra adalah

—e/ﬁudx“ = —6//{Mv“ds, (29.1)

diintegrasikan sepanjang garis dunia.

Terdapat kesulitan-kesulitan berurusan dengan sebuah partikel titik yang mem-
bawa muatan karena ia menghasilkan singularitas dalam medan listrik. Kita dapat
menghindari kesulitan ini dengan mengurusi sebagai ganti, distribusi kontinu materi
pembawa muatan. Kita akan menangani materi ini dengan teknik dari Bab 27, asum-
sikan tiap-tiap elemen materi membawa muatan.

Dalam pembahasan kinematika kita memiliki rapat vektor kontravarian p* untuk
menentukan rapat dan aliran materi. Sekarang kita harus memperkenalkan rapat vek-
tor kontravarian J* untuk menentukan rapat dan aliran kelistrikan. Dua vektor dik-
endala untuk berada dalam arah yang sama. Ketika kita melakukan pergeseran, kita
memiliki

0T = (T —JHMY) ., (29.2)

berhubungan dengan (27.4), dengan b* yang sama.
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Pernyataan (29.1) untuk aksi partikel bermuatan sekarang menuju
I,=— /jomuv“ det dx? dx® ds

untuk distribusi kontinu materi bermuatan, terkait dengan (27.6).

Ketika kita memperkenalkan metrik kita mengajukan, terkait dengan (27.7),
T = ov'y/, (29.3)

dimana o adalah skalar yang menentukan rapat muatan. Aksi menjadi, terkait dengan

(27.8)
I, = — / ok, die
= - / kuJ" dia. (29.4)
Jadi
o, = — / (TH08k, + m(TVW — TR, dix
_ / —av'/ Oy + i (TW — T da
= / o(—v"dk, + F,0"b)y/ d'x. (29.5)

Persamaan interaksi materi bermuatan dengan kombinasi medan gravitasi dan

medan elektromagnetik seluruhnya mengikuti prinsip aksi umum
Iy + Iy + Iy, + 1) = 0. (29.6)

Jadi, kita mengambil penjumlahan dari pernyataan (29.5), (28.5), dan (27.9) dengan
suku terakhir diganti oleh (27.10), dan menyamakan koefisien variasi total dg,,, 0r,,,
dan b* menuju nol.

Koefisien 1/dg,,,, dikalikan dengan —167, memberikan
1
RM — §g“”R + 8mpvHv” 4+ 8T EM = 0. (29.7)

Ini adalah persamaan Einstein (24.6) dengan Y* terdiri dari dua bagian, satu bagian
berasal dari tensor energi-materi dan yang lain dari tensor stress-energi medan elek-

tromagnetik.
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Koefisien / ¢, memberi
—ov* + (4m) LR = 0.

Dari (29.3) kita melihat bahwa ov* adalah vektor arus muatan J*, sehingga kita mem-
peroleh
e =ArJh. (29.8)

Ini adalah persamaan Maxwell (23.13) untuk kehadiran muatan.

Akhirnya, koefisien /0" memberi
PUu 0" + o F 0" =0,

atau

UV + FuJ” = 0. (29.9)

Di sini suku kedua memberikan gaya Lorentz yang menyebabkan lintasan elemen materi
terpisah dari geodesik.
Persamaan (29.9) dapat dideduksi dari (29.7) dan (29.8). Ambil divergensi kovarian

(29.7) dan gunakan relasi Bianci, kita peroleh
(pvtv” + EM),, = 0. (29.10)
Sekarang dari (28.3)

1
drEM = —FFORY  — FRYRY 4 5g“"F0‘ﬂFaﬁ;V
0% 1% 1 vo
= —F*# Fa:u — §QM)F (Fpo':y - pr:a - Fua:p)

= AnF**J,,
dari (23.12) dan (29.8). Sehingga (29.10) menjadi
vt (pv”)., + poot, + FHJ, = 0. (29.11)
Kalikan dengan v, dan gunakan (25.2). Kita peroleh

(pv")., = —F"*v,J, =0 (29.12)
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jika kita gunakan syarat J, = owv,, menyatakan bahwa J, dan v, dikendala berada
dalam arah yang sama. Jadi, suku pertama (29.11) lenyap dan kita ditinggali dengan
(29.9).

Deduksi ini berarti, persamaan yang mematuhi prinsip aksi (29.6) tidaklah selu-

ruhnya tak gayut. Terdapat alasan umum bagi hal ini, yang akan dijelaskan dalam

Bab 30.



Bab 30

Prinsip Aksi Komprehensif

Metode dalam Bab 29 dapat digeneralisasi untuk diterapkan bagi medan gravitasi

yang berinteraksi dengan sembarang medan lain, yang juga berinteraksi satu sama lain.

Terdapat prinsip aksi komprehensif,

§(I,+1") =0,

(30.1)

dimana I, adalah aksi gravitasi yang kita miliki sebelumnya dan /" adalah aksi seluruh

medan lain dan terdiri dari penjumlahan suku-suku, satu suku untuk tiap-tiap medan.

Ini adalah keuntungan besar penggunaan prinsip aksi yang begitu mudah untuk mem-

peroleh persamaan yang benar untuk sembarang medan dalam interaksi. Kita hanya

harus memperoleh aksi untuk tiap-tiap medan dan menambahkan mereka semuanya

bersamaan dan mencangkup mereka keseluruhan dalam (30.1).

Ig:/ﬁ d'z,

dimana £ ini adalah (167)~" kali £ dari Bab 26. Kita memperoleh

5[9 = /<6ag£659aﬁ+ oL 590{5,1/) d45L’

8gaﬁ,u

oL oL
— 8Gag dr.
9o (39aﬁ,u)J Jas

Pekerjaan Bab 26, menuju ke (26.11), menunjukkan bahwa
oL ( oL
89(15 aga,@,u

Kita memiliki
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) = -on - LRy,

(30.2)
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Misalkan ¢, (n = 1,2, 3, ...) menyatakan kuantitas medan lain. Masing-masing dari
kuantitas medan tersebut diasumsikan menjadi komponen tensor, tetapi sifat tensor

yang tepat tidak ditentukan. I’ adalah bentuk integral rapat skalar

I' = /E’ d*z,

dimana £’ adalah fungsi dari ¢,, dan turunan pertamanya ¢, , dan mungkin juga
turunan yang lebih tinggi.

Sekarang variasi aksi menuju hasil berbentuk

0Ly +1') = / (P0G + ZuX"0n)y/ d'x, (30.3)

dengan p" = p“*, karena sembarang suku yang melibatkan ¢ (turunan kuantitas
medan) dapat ditransformasi oleh integrasi parsial menuju suku yang dapat dicangkup

dalam (30.3). Prinsip variasi (30.1) menuju persamaan medan
P =0, (30.4)

X" =0. (30.5)

pH akan terdiri dari suku (30.2) yang berasal dari I, plus suku dari £, katakanlah
N# - Kita memiliki tentunya N* = N"*. L' biasanya tak mengandung turunan g,,

dan kemudian

oL’
N = 9% (30.6)
09
Persamaan (30.4) sekarang menjadi
1
R = g™ R —162N" =0,
Ini adalah persamaan Einstein (24.6) dengan
YH — _oN, (30.7)

Kita melihat di sini bagaimana masing-masing medan mengkontribusi sebuah suku
ke sisi kanan persamaan Einstein, bergantung, menurut (30.6), pada cara aksi medan

melibatkan g, .



BAB 30. PRINSIP AKSI KOMPREHENSIF 84

Adalah perlu untuk konsistensi, N* memiliki sifat N*” , = 0. Sifat ini dapat
dideduksi pada umumnya dari syarat I’ invarian dalam perubahan koordinat yang
membiarkan permukaan batas tak berubah. Kita melakukan perubahan kecil koordi-
nat, katakanlah z# = z# + b*, dengan b* kecil dan fungsi-fungsi «, dan bekerja untuk
orde pertama dalam b*. Hukum transformasi g, menurut (3.7), dengan sufiks apostrof

mencirikan tensor baru,
G () = 25,27, gargy (2). (30.8)
Misalkan 0g,s menyatakan perubahan orde pertama dalam g,g, bukan pada titik medan

khusus, tetapi untuk nilai koordinat tertentu yang dirujuk, sehingga
9ourp (@) = gap(2') + 6gap
= 9ap(®) + gap.sb” + 0gap.
Kita memiliki
2% = (2% +bY), = g% + %,
Jadi (30.8) menghasilkan

g (@) = (g5 +02)(90 + V) [9as(2) + Japob” + 6gas]

= G () + Guvob” + 0gu + guﬁbﬁz + Garb,,

sehingga
8Gw = —gﬂab?"/ — g,,abfL — G0V’

Kita sekarang menentukan variasi I’ ketika g,, diubah dalam cara ini dan variabel
medan lain mempertahankan nilai yang sama pada titik dengan koordinat z*' yang

sebelumnya mereka miliki untuk x*. Hal ini, jika kita gunakan (30.6),

o = /N“”chW\/ d'x
= /N“”(—gmbff, — Gual, — w07 )/ d*z
— / 2(N, ") = GuaN* /b d'
= 2 / NV b dia
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dari teorema yang dinyatakan oleh (21.4), valid untuk sembarang tensor dua indeks
simetri. Sifat invarian I’ menghendaki bahwa ini tak berubah dalam variasi, untuk
seluruh ®. Oleh karena itu N,V ., = 0.

Pada perhitungan relasi ini, persamaan medan (30.4),(30.5) tidaklah seluruhnya

tak gayut.
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Tensor Pseudo-Energi Medan

Gravitasi

Definisikan kuantitas ¢,” dengan

oL
t ”\/— —Gapp — 9. L.
ga,B v g .

Kita kemudian memiliki

) oL or
(t,u \/)71/ = < ) GaB,p + Tgaﬁ,uu - E,u-

agaﬁ,l/ af,v
Sekarang
r oL N oL
&= 7 Yap, A Yapru
Iz agaﬁ Bu af]aﬁ,u B
sehingga

Gop,u

oL oL
t ")y =
( . \/)7 (agaﬁ,u) 89@[3

- Q 1 Q,
= (160 (R — Sg™ R)gas i/

dari (30.2). Dengan bantuan persamaan medan (24.6) sekarang kita peroleh
(t V\/) = __Yaﬁgaﬁu\/
sehingga dari (21.4) dan Y,”,, = 0, kita peroleh

[t + Y, ") V], =0
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Kita memiliki di sini hukum kekekalan, dan adalah alami untuk meninjau rapat kekekalan
(t,/+Y,"”)/ sebagai rapat energi dan momentum. Kita memiliki Y,” sebagai energi dan
momentum medan selain medan gravitasi, sehingga ¢,” mewakili energi dan momentum
medan gravitasi. Tetapi ini bukan tensor. Persamaan (31.1) yang mendefinisikannya

dapat ditulis

v oL v
tﬂ = %gaﬁ’u - gNL7 (313)

tetapi L bukan skalar, karena kita harus mentransformasi skalar R, yang pada mu-
lanya digunakan untuk memperoleh aksi gravitasi, untuk memindahkan turunan kedua
darinya. Jadi ¢, tak dapat menjadi tensor. Ini disebut pseudo-tensor.

Tidaklah mungkin memperoleh pernyataan energi medan gravitasi yang memenuhi
kedua syarat: (i) ketika ditambahkan ke energi bentuk lain energi total adalah kekal,
dan (ii) energi dalam daerah (tiga dimensi) tertentu pada waktu tertentu tak gayut
sistem koordinat. Jadi, secara umum, energi gravitasi tak dapat dilokalisasi. Yang
terbaik yang dapat kita lakukan adalah menggunakan pseudo-tensor, yang memenuhi
syarat (i) tetapi tidak memenuhi syarat (ii). Ini memberi kita informasi aproksimasi
tentang energi gravitasi, yang dalam kasus khusus dapat menjadi akurat.

Kita dapat membentuk integral
0 0 1 7.2 7.3
/<tu +Y,%)/ dv dx® dx (31.4)

meliputi volume besar tiga dimensi dengan memasukkan sistem fisis pada waktu ter-
tentu. Sebagaimana volume menuju tak hingga, kita dapat menganggap integral untuk
memberi energi dan momentum total, asalkan: (a) ini konvergen dan (b) fluks melalui
permukaan volume besar menuju nol. Persamaan (31.2) kemudian menunjukkan, in-
tegral (31.4) diambil pada satu waktu 2 = a sama dengan nilainya pada waktu lain
2% = b. Lebih jauh, integral harus tak gayut sistem koordinat, karena kita dapat men-
gubah koordinat pada 2° = b tanpa mengubah mereka pada 2° = a. Kita jadinya
memiliki pernyataan tertentu untuk energi dan momentum total, yang kekal.

Syarat (a) dan (b), yang diperlukan untuk kekekalan energi dan momentum to-

tal, tidaklah sering terterapkan dalam kasus praktis. Mereka akan berlaku jika ruang
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adalah statik di luar daerah tubular tertentu dalam empat dimensi. Ini dapat menjadi
demikian, jika kita memiliki sedikit massa yang mulai bergerak pada waktu tertentu,
sehingga gerak menimbulkan gangguan yang menjalar keluar dengan kecepatan ca-
haya. Untuk sistem planet biasa gerak akan terjadi karena masa lalu tak hingga dan
syarat tidak berlaku. Perlakuan khusus diperlukan untuk membahas energi gelombang

gravitasi, dan ini akan diberikan dalam Bab 33.
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Pernyataan Eksplisit Pseudo-Tensor

Formula (31.1) untuk mendefinisikan ¢, adalah dari bentuk

v a‘c v
t# \/ = Wn’quu — guﬁ, (321)

dimana g,(n = 1,2,...,10) adalah sepuluh g,, dan penjumlahan meliputi seluruh n

tersirat. Kita dapat sama baik menuliskannya

v a‘c v
t,u, \/ = QO’“ — guﬁ, (322)

dimana @,, adalah sembarang sepuluh fungsi tak gayut dari ¢,. Untuk membuktikan

ini, catat bahwa

0Qm
Qmo = a0, Un.o
Oleh karena itu
oL L IQue  IL OQu ,
Oy OQmo Odny  0Qmo Ogn °
AL AQ.,
Q. 0gn
Jadi
oL oL 0Q., oL

Dans 1 = B0y D 1 = G,

Persamaan (32.1) dan (32.2) mengikuti.
Untuk mendeduksi pernyataan eksplisit ¢,” adalah tepat untuk bekerja dengan

(32.2) dan mengambil @), menjadi kuantitas g"”/. Kita dapat sekarang menggunakan
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formula (26.7), yang memberi (terbawa dalam koefisien 167),
16m6L = (Th5 — g512,)0(9%” /). + (beberapa koefisien)d (g™ /),

dan oleh karena itu

167,/ = (Cop — 9500) (9°V) u — 9L
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Gelombang Gravitasi

Marilah kita tinjau daerah ruang kosong dimana medan gravitasi lemah dan g,

secara aproksimasi konstan. Kita kemudian memiliki persamaan (16.4) atau

guy(guv,pa — Gup,vo — Guo,vp + gpa,;w) = 0. (331)

Misalkan kita mengambil koordinat harmonik. Syarat (22.2) memberi, dengan sufiks

A diturunkan,
1

guy(gpu,u - ég,uu,p) =0. (332)

Diferensiasikan persamaan ini berkaitan dengan x? dan abaikan suku orde kedua. Hasil-

nya adalah

9" (Gupwo — %gw,po) =0. (33.3)
Pertukarkan p dan o:

9" (Guowp — %g,w,pa) =0. (33.4)

Tambahkan (33.1),(33.3), dan (33.4). Kita memperoleh

gw/gpcmw = 0.

Jadi tiap-tiap g,, memenuhi persamaan d’Alembert dan solusinya akan terdiri dari
gelombang menjalar dengan kecepatan cahaya. Mereka adalah gelombang gravitasi.
Marilah kita tinjau energi gelombang ini. Dikarenakan pseudo-tensor bukan tensor

real, kita tidak memperoleh, secara umum, hasil yang jelas tak gayut sistem koor-
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dinat. Tetapi terdapat satu kasus khusus dimana kita memperoleh hasil yang jelas;
katakanlah, ketika gelombang keseluruhan bergerak dalam arah yang sama.

Jika gelombang keseluruhan bergerak dalam arah z3, kita dapat memilih sistem
koordinat kita sehingga g,,, adalah fungsi dari hanya satu variabel 2°—z3. Misalkan kita
mengambil kasus yang lebih umum dimana g,, adalah seluruhnya fungsi dari variabel
tunggal [,27, [, menjadi konstanta yang memenuhi ¢*?/,l, = 0, dengan mengabaikan

bagian variabel g”?. Kita kemudian memiliki

Guvo = u/,l,l/l(77 (335)

dimana u,, adalah turunan fungsi g, daril,z°. Tentunya, u,, = u,,. Syarat harmonik
(33.2) memberi

9" upply, = 59“11“;“/[/) = 5“%7

dengan u = u;. Kita dapat menulis ini sebagai

1
ul, = éulp (33.6)

atau sebagai

1
(uh — §g‘wu)ly = 0. (33.7)

Kita memiliki dari (33.5)

1
I, = §(uﬁl(7 + ull, — u,l).

Pernyataan (26.3) untuk L mereduksi, dengan koordinat harmonik, menjadi

L = —¢g™I’ I

po* vp

1
— —ig“”(u!’ila + bl — wuol?) (ugl, + ugl, — uy,l7).

Ini memberi sembilan suku ketika dikalikan, tetapi kita dapat dengan mudah melihat
bahwa setiap satu dari mereka hilang, pada perhitungan (33.6) dan [,° = 0. Jadi
rapat aksi lenyap. Terdapat hasil berkaitan untuk medan elektromagnetik, dimana

rapat aksi juga lenyap dalam hal gelombang bergerak hanya dalam satu arah.
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Sekarang kita harus mengevaluasi pseudo-tensor (32.3). Kita memiliki

9% 0 = =99" Gpoy = —u’l,,
Vo = %\/gaﬁgaﬁ,u: %mlﬂ, (33.8)
sehingga
GV ) =~ = 50
Oleh karena itu
DV = Va0 4+ 300
= 0,

dari (33.8) dan (33.7). Kita ditinggali dengan

1

167t = —TY5(u — §gaﬁu)lﬂ
1 v 14 v (0% 1 (0%
= _é(ualﬁ + ujla — uapl”)(u s 59 Bul,
1 1
- 5(uaﬁuaﬁ — §u2)lﬂl”. (33.9)

Kita memiliki hasil untuk ¢;” yang nampak seperti tensor. Ini berarti, ¢,;” men-
transformasi seperti tensor dalam transformasi demikian yang mempertahankan ciri
medan yang terdiri dari hanya gelombang menjalar dalam arah [, sehingga g, fungsi
sisa variabel tunggal [,2?. Transformasi demikian harus terdiri hanya dalam pengantar

gelombang koordinat menjalar dalam arah [, berbentuk
o =t + b

dimana b, hanya fungsi [,2°. Dengan pembatasan, kita memiliki gelombang menjalar

hanya dalam satu arah, energi gravitasi dapat dilokalisasi.
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Polarisasi Gelombang Gravitasi

Untuk memahami arti fisis (33.9), marilah kita kembali ke kasus gelombang men-
jalar dalam arah 23, sehingga lyp = 1,1 = I, = 0,13 = —1, dan gunakan aproksimasi

koordinat menuju relativitas khusus. Syarat harmonik (33.6) memberi

1
Ugp + Up3 = 5%

uip +u1z =0,

U + U3 = 0,

1

Ugo + uUgg = —§U-

Jadi
Upgp — U33 = U = Upp — U1l — U2 — U3,
sehingga
Upp + ugy = 0. (34.1)

Juga

2up3 = —(ugo + us3).
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Sekarang kita peroleh

of 2 _ 2 2 2 2 2 2
Uagl = U = Ugg Uy + gy F Ugg” — 2tgy” — 2ug

1
—2u032 + 2uy° + 2u232 + 2u312 — §(u00 — u33)2
= u112 + u222 + 2”122

1
= 5(1011 — U22)2 + QU%Q,

dari (34.1). Jadi

1
167Tt00 = Z(uu — U22)2 + U122 (342)

dan

Kita melihat, rapat energi positip tertentu dan energi mengalir dalam arah z?
dengan kecepatan cahaya.

Untuk membahas polarisasi gelombang, kita memperkenalkan operator rotasi in-
finitesimal R dalam bidang z'z?. Diterapkan terhadap sembarang vektor A, Ay, op-

erasi operator ini memiliki efek
RAl = AQ, RA2 - _Al-

Jadi
R*A, = — Ay,

sehingga ¢ R memiliki nilai eigen £1 ketika diterapkan terhadap vektor.

Diterapkan terhadap wu,s, ini memiliki efek

Ruyjp = w9 + uip = 2uyo,
Rujp = w9 — uyy,
Rugyy = —ujg — u91 = —2uj9.

Sehingga

R(UH + U22) =0
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dan

R(Un - U22) = 4uo
R2<U11 - U22) = —4(U11 - U22)-
Jadi u1; + uge adalah invarian, sementara ¢ R memiliki nilai eigen £2 ketika diterapkan

terhadap uy; — ugo atau ujp. Komponen dari u,p yang mengkontribusi energi (34.2)

berhubungan dengan spin 2.
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Suku Kosmologi

Einstein telah meninjau bentuk umum persamaan medannya untuk ruang kosong
RMV - )\QW, (351)

dimana A adalah konstanta. Ini adalah persamaan tensor, sehingga persamaan tersebut
diperkenankan sebagai hukum alam.

Kita memperoleh kesesuaian yang bagus dengan pengamatan sistem matahari tanpa
suku ini, dan oleh karena itu jika kita memperkenalkannya kita harus mengambil A
cukup kecil sehingga tak menganggu kesesuaian. Karena R, mengandung turunan
kedua dari g,,, A harus memiliki dimensi (jarak) 2. Untuk X kecil jarak ini harus
sangat besar. Ini adalah jarak kosmologi, berorde jari-jari alam semesta.

Suku ekstra adalah penting untuk teori kosmologi, tetapi memiliki efek fisis yang
dapat diabaikan dari objek-objek berdekatan. Untuk mengambil ini dalam perhitun-
gan teori medan, kita hanya harus menambahkan suku ekstra terhadap Lagrangian;

katakanlah,
I.=c / Vd'z,
dengan ¢ konstanta yang sesuai.

Kita memiliki dari (26.10)

1
ol. = c/ §g“”59w,\/d4x.
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Jadi prinsip aksi

0, +1.)=0
memberi
1 1
16w (R" — —g" R) 4+ =cg"” =
2 2
Persamaan (35.1) memberi
R =4\

dan oleh karena itu

, 1
R* — ég“l,R = _>\ng-

Ini bersesuaian dengan (35.2), asalkan kita mengambil

c= 327\,

98

(35.2)

Untuk medan gravitasi yang berinteraksi dengan sembarang medan lain, kita hanya

harus mencangkup suku /. dalam aksi dan kita akan memperoleh persamaan medan

yang benar dengan suku kosmologi Einstein.
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Indeks

Aksi partikel, 52, 55
Arus, 42
Aliran materi, 45
Bianci (relasi), 23, 25, 44, 47, 57
Christoffel-Riemann (tensor), 21
d’Alembert (persamaan), 19, 28, 64
Determinan, 4
Dimensi (jumlah), 25
Energi:

materi, 44, 45

medan elektromagnetik, 55
Gauss (teorema), 38, 51
Gelombang koordinat, 66
Geodesik, 14, 16, 27, 47
Geodesik:

nol, 15

serupa waktu, 15
Hasil bagi (teorema), 8

Hukum perkalian, 19
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Integrasi parsial, 48, 52, 59
Katai putih, 29
Kekekalan:

kelistrikan, 43

materi, 45, 47
Kinematika (variasi), 51
Kontraksi, 2
Kontravarian (vektor), 1, 3
Koordinat harmonik, 40, 64
Kovarian (vektor), 2, 4
Kurl, 39
Lagrangian, 49, 52
Laplace (persamaan), 28
Lorentz (gaya), 57
Matahari, 29, 32
Matahari (sistem), 26, 68
Materi:

bermuatan, 56

kontinu, 45
Materi (rapat), 45
Maxwell (persamaan), 41, 57
Medan:

gravitasi bumi, 28

kecepatan, 45

lemah, 27, 46

statik, 26, 46
Merkurius, 32
Metrik, 9

Momentum materi, 44, 45
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Muatan (rapat), 42
Newtonian (aproksimasi), 26, 46
Newton (hukum pertama), 15
Non-lokalisasi, 62
Partikel, 27, 32, 47
Pergeseran merah, 29, 33
Perkalian:

dalam, 2

luar, 2
Poisson (persamaan), 47
Potensial, 27, 42
Potensial gravitasi, 26
Poynting (vektor), 55
Proyeksi, 11
Riemann (ruang), 9
Ruang:

kosong, 25, 30, 44

datar, 22, 31
Skalar (kelengkungan), 24
Skalar (medan), 7, 45
Skalar (perkalian), 1
Skalar (rapat), 37
Sufiks boneka, 2
Sufiks (keseimbangan), 1, 3, 5
Sufiks penurun, 1, 2, 4
Stress-energi (tensor), 54
Tensor, 2, 7
Tensor fundamental, 7

Tensor (rapat), 37
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Vektor nol, 13



